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Notationen und Konventionen

Seien m,n € N.

e Fiir z,y € C" definieren wir das euklidische Skalarprodukt durch
i=1

e Ebenso definieren wir fiir z € C" die euklidische Norm durch

n n
el := VA, 2) = | Y _miwi = | D |l
i=1 i=1

Darauf basierend bezeichen wir im Folgenden fiir M € C™™ mit ||M|| die von

der euklidischen Norm induzierte Matrixnorm von M und, sofern m < n
ist und M injektiv ist bzw. vollen Rang hat, k(M) als die Konditionszahl von
M beziiglich der euklidischen Norm.

e Fiir M € C™™ bezeichnen wir mit M* € C™*" die Adjungierte von M.
e Die Einheitsmatrix in C"*" bezeichnen wir mit I,,.

e Sei M € C™™ und m < n. Falls M*M = I,,, ist, nennen wir M isometrisch.

Falls M isometrisch und zudem quadratisch ist, nennen wir M unitér.

e Wir setzen

1, falls m = n gilt
Omn = .
0, sonst

e Mit II,, bezeichnen wir die Menge aller Polynome iiber C, deren Grad kleiner oder
gleich n ist.

e Die kanonischen Einheitsvektoren in C" bezeichnen wir mit eq, es, ..., e,.



1 Grundlagen

Seienn € N, b € C" und A € C™"*" eine reguléire Matrix. Das Ausgangsproblem, welches
wir im Folgenden betrachten werden, ist das Losen des linearen Gleichungssystems

Az =b. (1.1)

Wir suchen also eine Losung ) € C" mit Az*) = b. Dazu benétigen wir zunéichst ein
paar Grundlagen.

Das Vorgehen in diesem Kapitel orientiert sich hauptsdchlich an [1], [6] und [5].

1.1 Krylow-Raume

Alle in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren zum Lésen von linearen Gleichungssystemen
sind sogenannte Krylow-Unterraum- Verfahren, benannt nach speziellen Unterrdumen des

Cc™.
Definition 1.1 (Krylow-Raum) Seien M € C"*"  d € C" und m € N. Dann heifit
Kn(M,d) := span{d, Md, M?d, ..., M™'d}
der m-te Krylow-Raum zu M und d.
Hieraus lassen sich unmittelbar ein paar Eigenschaften der Krylow-Raume ableiten.
Bemerkung 1.2 Aus Definition 1.1 folgt direkt:
o dim(K,,(M,d)) <m
o Kp(M,d)={pM)d|pell,_1}

o Ki(M,d) C Ko(M,d) C...C K,(M,d).
Die Krylow-Rdume sind also geschachtelt. Man beachte, dass diese aufsteigende
Folge von Teilrdumen des C" spdtestens ab K, (M,d) stationdr wird.

Das Besondere an den Krylow-Réumen ist jedoch die folgende, fiir die Behandlung von
linearen Gleichungssystemen auflerordentlich niitzliche Eigenschaft, auf der sdmtliche
Krylow-Unterraum-Verfahren basieren.

Satz 1.3 Seien M € C™*" eine regulire Matriz, d € C™. Dann existiert ein m € N
mit m < n, sodass die Lésung des linearen Gleichungssystems Mx = d ein Element des
m-ten Krylow-Raums K, (M,d) ist.



Beweis. Dieser Beweis basiert auf Abschnitt 1.3 in [1, S.11 -13].
Das charakteristische Polynom py; € II,, von M ist nicht das Nullpolynom. Auflerdem
gilt nach dem Satz von Cayley-Hamilton:

pm(M) = 0.

Folglich existiert auch ein Polynom p € II,, minimalen Grades mit diesen beiden Eigen-
schaften. Sei nun g := deg(p). Dann ist g < n. Aulerdem ist g > 0, denn sonst wére
p ein konstantes Polynom mit p # 0 und p(M) = 0. Weiter existieren Koeffizienten

€0, C1,C2, ..., ¢g € C mit
g
= E CZ'MZ.
=0

g
Es gilt cg # 0, denn sonst wiire aufgrund der Regularitit von M durch q(t) := > ¢;t*1
i=1
ein Polynom ¢ # 0 mit

g g g
=N e T = MMy M T = MY M= M p(M) = 0
=1 =1 i=1

und deg(q) < g definiert, im Widerspruch zu der Minimalitdt von g. Damit erhalten wir

1 g C; . g C; .
0=—p(M) = —M'= — M| +1
und somit
9. . I .
I = *Ml o i—1 — 2 i—1 ]
> -car - | 3= [ St |
=1 =1
Fiir die Inverse M ! von M gilt also :
I e
M= —Zpit

Damit gilt insgesamt

g
M= Y -G d = Z CZMZ Ld € span{d, Md, M2d, ..., M9~*d} = K,(M,d).
i1 €0 i=1

|

Die gewonnenen, theoretischen Aussagen kénnen wir nun verwenden, um unser Aus-
gangsproblem (1.1) in ein anderes Problem zu iibersetzen.



1.2 Das Minimierungsproblem

Zur Konstruktion der Losung z*) von (1.1) wihlen wir zunichst einen beliebigen Start-
vektor 2(?) € C" und definieren das anfiingliche Residuum durch

0 = p— Az,
Nach Satz 1.3 befindet sich die Losung y*) des linearen Gleichungssystems
Ay = ()
fiir ein m € N<,, im m-ten Krylow-Raum K,,(A4, () zu A und 7(*). Nun definieren wir
mo := maz{m € N | dim(Km (A, 7)) = m}
=max{m € N | r0 Ar© . A™ 10 gind linear unabhéngig}
= min{m € N | Kp1(A,7Y) = K, (A, 7))}
Dann gilt insbesondere K, (A,7?) = K,(A,7©), sodass y*) in K, (A,7?) enthalten
sein muss. Auflerdem gilt
Az 4y = Az 4 4y®) = 42O 4 O = 420 4 p— Az = p,
Die Losung z*) von (1.1) ist also gegeben durch
e =20 4y O 4 g (A r©) (1.2)

und ist somit ein Element des affinen Unterraums 2 + K, (A, 7®). Wenn wir nun
nacheinander fiir m = 1,2,....mg einen Vektor z(™ € z(©) + K, (A, r(®)) mit der Eigen-
schaft
12 — 20| = min{||a™) — z|| | z € 2O + K,(4,7©)}

finden, so ist demnach spitestens die mo-te Iterierte 2("0) € (04 K, (A, () die exakte
Losung z*). Da wir z(*) im Allgemeinen natiirlich nicht kennen, modifizieren wir diese
Bedingung, indem wir die Defektnorm x +— || Az|| verwenden. Wir suchen also nach einem
Verfahren, welches nacheinander fiir m = 1, ..., mg einen Vektor z(™ € 20 + K, (A, r(o))
mit

Az — Az)|| = ||b — Az")|| = min{||b — Az|| | z € 2O + K, (A, 7O} (1.3)

konstruiert. Da die Krylow-Réume geschachtelt sind und ) € 20 + K, (A, r(©) ist,
gilt dann
1b—AzW|| > ||b— Az@|| > ... > ||p — Az(™)|| = 0.
Die Norm des m-ten Residuums
M) .= p — Ag(m)

wird also mit jeder Iteration kleiner. Daher wird das gesuchte Verfahren in dieser Hin-
sicht mit jeder Iteration genauer und liefert spétestens nach mg Iterationen und somit
insbesondere nach spétestens n Iterationen die exakte Losung.

Das klassische Beispiel fiir ein solches Verfahren, welches fiir jede regulire Matrix und
somit auch fiir unser Ausgangsproblem (1.1) funktioniert, ist das sogenannte GMRES-
Verfahren (generalized minimal residual method).



1.3 Die Konvektions-Diffusions-Gleichung

Bevor wir jedoch mit der Herleitung von Losungsverfahren fiir unser Gleichungssystem
(1.1) beginnen, wollen wir zunéchst ein Modellproblem konstruieren, anhand dessen wir
die verschiedenen vorgestellten Verfahren vergleichen kénnen. Dazu verwenden wir die
zweidimensionale Konwvektions-Diffusions-Gleichung.

Wir betrachten das beschriankte Gebiet

Q:=(0,1)> C R%

Gesucht ist eine Abbildung u : @ — R mit v € C(Q) und u|q € C?(R), welche die
Eigenschaften

(a,Vu(z,y)) — eAu(z,y) = f(z,y) firalle (z,y) € €, (1.4)
u(z,y) =0 fir alle (z,y) € 002 (1.5)
fiir ein a € R?, € € R+ und eine Abbildung f € C(Q) erfiillt. Dabei entspricht

Vulo) = (5o, Goe)

dem Gradienten von u und

d%u 9%u

Au(z,y) = @(%ZJ) + @(xay)

der Anwendung des Laplace-Operators auf u.
Nun diskretisieren wir unser Gebiet Q: Wir wahlen zunéchst ein N € N und definieren
darauf basierend die Schrittweite

Dann definieren wir
x; = th, y; :=ih firalle i € {0,1,..., N + 1}

und
wij = u(xi, i), fij == f(xi,y;) fir alle 4,5 € {0,1,..., N 4+ 1}.

Auflerdem approximieren wir die bendtigten Ableitungen von u durch geeignete Diffe-
renzenquotienten. Wir verwenden fiir alle i,5 € {1,..., N}

ou Ujj — ui—1,; Ou Ugj — Ui j—1
82u aZU ~ 4uij — ui_Lj — ui+17j — ui,j_l — ui7j+1
Ox? oy? h?

Indem wir dies mit (1.4) kombinieren, erhalten wir fiir alle 4,5 € {1,...,N} :

uij(alh + ash + 46) + ul;l,j(—alh — 6) — €Ui+1,5 + um,l(—agh — E) — €Uj 41 = h2fij.



Unter Verwendung der lexikographischen Anordnung und der Randbedingung (1.5) er-
gibt sich damit das lineare Gleichungssystem

Onxnu=hf

mit der im Allgemeinen nicht symmetrischen, schwach besetzten Matrix

BN —EIN
O = Dy By K c RN2><N27
—EIN
Dy By
welche gegeben ist durch
4e + h(ay + ag) —€
By = —ath —e e+ h(a1 + az) c RVxN

. —€
—a1h —e 4e+ h(a1 + a2)

und
Dy = (—agh — G)IN S RNXN,

und den Vektoren
) T _ N2
W= (U1, ULy ooy UNT5 U125 UD2, ooy UND-ee, UI N, URN 5 -, UNN )T € RY

und

Fi= (F11s fa1y s FN1s 12 f22, ooy IN2evos FN fans ooy fvw)T € RV

Eine genaue Herleitung dieses Gleichungssystems ist in [4, Kapitel 1] und [5, Kapitel 1]
zu finden.

Bemerkung 1.4 (Wahl der Parameter) Fir unsere Tests verwenden wir
° q= (cos(%),sin(%))T,
e ¢ =1.0,

o f=(1,1,..,1)7,

den Nullvektor als Startvektor,
e N = 32.

Unser Gleichungssystem besitzt also eine Problemdimension von n = N? = 1024.
Dariiber hinaus werden wir fir die Abbruchkriterien der betrachteten Verfahren eine
Fehlerschranke von 10~5 verwenden.



1.4 Das GMRES-Verfahren

Das GMRES-Verfahren beruht auf der Konstruktion von Orthonormalbasen der Krylow-
Réume. Dies geschieht mit dem sogenannten Arnoldi- Verfahren.
Sei m € N.

Algorithmus 1.5 (Arnoldi)

1. Wahle einen Vektor p; € C™ mit ||p1|| = 1;
2: for j=1,2,...,m do
3: fori=1,2,...,57 do
hij < (pi; Apj);
end for

J
6: Wj Apj — Z hijpi;
=1

1=
it < [lwjll;
: if hj+17j =0 then
9: stop;

10: end if
1 pj1 < wi/hjg;
12: end for

Man beachte, dass es durch Z. 8 - 10 zu einem vorzeitigen Abbruch kommen kann.

Satz 1.6 Der Arnoldi-Algorithmus breche nicht vor der Konstruktion von p,, ab. Dann
ist {p1,p2,...,pm} eine Orthonormalbasis des m-ten Krylow-Raums K,,(A,p1) zu A und

b1-

Beweis. Dieser Beweis basiert auf dem Beweis von Satz 4.79 aus [5, S.166-167].
Wir zeigen per Induktion:

{p17p27 7pm} - Km(A7p1)7 <plapj> = 51] VZ?] € {1>7m} (16)

Induktionsanfang:

Es ist nach Definition p; € span{p:} = Ki(A,p1). AuBerdem ist durch die Wahl von p;
sichergestellt, dass (p1,p1) = ||p1]|> = 1 gilt.

Induktionsvoraussetzung:

Sei nun k € {1,...,m — 1} so gewéhlt, dass {p1,p2,....,pr} C Ki(A,p1) und (p;,p;) = dij
fiir alle 4,5 € {1, ..., k} ist.

Induktionsschritt:
k
Nach der Induktionsvoraussetzung sind sowohl py, als auch > h;rp; Elemente von Ky (A, p1).
i=1
k
Damit folgt Apy € Kji11(A, p1) und somit auch wy, = Apr, — > hiupi € Ki11(A, p1). Also
i=1



ist pry1 = gty € Kipa(A,pr) und folglich {py,pa, .., pry1} © Kiy1 (4, p1)-
AuBerdem folgt mit der Induktionsvoraussetzung fiir alle j € {1,...,k}

1 1 1
. = — . A hl ) — 5 7A h’l 177
(P, Pr+1) Prin (pj, wg) = Frr —(pj, Apk — ; kDi) = [ Pj, Apk) Z k(Dj, Pi }
1 1
= ——[{ps Ape) — hirlpop)| = {3 Apr) — hir| = T — bl =0
Pt Pt i Ptk

und wegen hyi1; = ||wg|| gilt

(wg,wr)  (wk, w)
<pk+1 pk+1> = = =L
’ hi+1,k [|wg][?

Also ist (p;, p;) = 0i5 Vi,j € {1,...,k+ 1} und (1.6) somit bewiesen.
Aus (1.6) folgt insbesondere, dass {p1,p2, ..., pm } €ine linear unabhéngige Teilmenge von
K, (A, p1) und somit wegen dim(K,,(A,p1)) < m eine Basis von K,,(A,p;) ist. Damit
ist {p1,p2, ..., Pm} insgesamt eine Orthonormalbasis von K, (A, p1).

|

Sofern es nicht zu einem vorzeitigen Abbruch kommt, gehen aus dem Arnoldi-Algorithmus
auflerdem die obere Hessenberg-Matrix

hii hi2 ... him
hor hoy ... hom,

Hy=| 0 hyp : e clmt)xm
0 .. 0 hyrim

und die Matrizen
Ppoi= (p1...pm) € C™™ Ppi1 = (p1...Pm+1) € Ccrx(m+1)

hervor, was uns zu einer weiteren, wichtigen Aussage fiithrt. Dabei bezeichne H,,, € C™*™
die quadratische Matrix , die aus Hy, durch Streichen der letzten Zeile hervorgeht.

Satz 1.7 Der Arnoldi-Algorithmus breche micht vor der Konstruktion von pp41 ab.
Dann qult: R
APm = m+1Hm7

P:AP,, = H,,.

Beweis. Dieser Beweis basiert auf den Beweisen von Satz 4.80/4.81 aus [5, S.167-168].
Nach Zeile 6 und 11 des Arnoldi-Algorithmus gilt fiir alle j € {1,...,m}

J
+w; = [Z hi;pi

=1

Jj+1

J
APpe; = Apj = !Z hijpi + hjy1,jpj1 = Z hijpi = Py Hme;.

10



Also gilt AP,, = Py,41H,,. Daraus und mit Satz 1.6 folgt fiir alle i, € {1,...,m}

hij, falls i <j+1

0, sonst

J+1 J+1
(PrAPR)ij = (pi, Apj) = <pi7 thjpk> = huj(pi,p) = {
k=1 k=1
und damit Py AP, = H,,.
O
Bemerkung 1.8 Fulls das Arnoldi-Verfahren im m-ten Schritt abbricht, also wy,, = 0

ist, gilt analog:
APm = PmHm;

P:AP,, = H,,.

Diese Resultate kénnen wir nun verwenden, um unseren gesuchten Vektor 2™ e 20 4+
K (A,79) mit (1.3) zu konstruieren. Dazu gehen wir zuniichst davon aus, dass der

Arnoldi-Algorithmus nicht vor der Konstruktion von p,,;1 abbricht.
#(0)

Wir wiéhlen fiir den ersten Schritt im Arnoldi-Algorithmus p; = QI und erhalten
nach Satz 1.6 eine Orthonormalbasis {p1, ..., pm} von K, (A, ﬁ) = Kn(A, 7). Also

existiert fiir z € 2 + K,,(A4,79) ein y € C™ mit z = (¥ + P,,y. Mit Satz 1.7 und
unserer Wahl von p; folgt somit

b—Ax=0b— A(J:(O) + Phy) =b— Az©) — AP,y = r©) — Prs1Hpy
= |r9lp1 = Pos1Hmy = P (|[r ey — Hpny).

Da P,,+1 aufgrund der Orthonormalitit von py, ..., pm+1 isometrisch ist, folgt nun
b= Azll = || P2 (Ir©lles = Hung)|| = || 11FOllex = ]| (1.7)

Statt ||b — Az|| iiber 2 € (O 4 K,,(A, 7)) zu minimieren, kénnen wir also y™ € C™
mit

HHT(O)Hel - Hmy(m)H = min{H]r(O)Hel — ﬁmyH ‘ y € (Cm} (1.8)
berechnen und anschlieBend unser (™) mit (1.3) vermoge
2™ = 2O 4 p gy m) (1.9)

konstruieren. Dies machen wir wie folgt:
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem H,,y = ||(?)||e; und nutzen aus, dass fiir
jede unitéire Matrix Q € CmtDx(m+1) oi]¢.

QU ller = Q) || = || @UUIFller = Huy)|| = [[Ir©ller = Huny

sodass der Fehler durch Multiplikation mit @Q also unverdndert bleibt.

11



Wir verwenden nun spezielle, unitéire Matrizen, sogenannte Givens-Rotationen, um dieses
Gleichungssystem zu transformieren. Hierzu definieren wir zunéchst

Qo :=Inpt1, co:=1, so:=0.
Dann definieren wir induktiv fiir ¢ € {1,...,m}
ti = (_1Qi—2.. Qo H )i
und darauf basierend die i-ten Givens-Koeffizienten

_ ti _ Piy1,

C; . 5 R S; - 5 5
VIt + Rl VIt + [higl

und die i-te Givens-Rotation Q; € Cm+D)x(m+1) qurch

) 1+ 1
1
1
7 C; S
Q; = ) v ¢
‘ i+1 —si G
1
1
Wegen
£4]2 + [yl
]ci\2+\si\2—m:1 und  ¢;8; — 8¢ = Gi8; — 5;¢;, = 0

ot (Rl
gilt Q7€ = I,41. Also ist €; unitér. AuBerdem gilt

[t + [hivril”
VG + iy l?
tihiv1,i — tihiv1, _

VIt + Thital?
Durch sukzessives Multiplizieren mit den unitéren Givens-Rotationen €2y, ...,€2,,, also
mit der unitdren Matrix

(1. QoH )i = citi + Fihiv1i =

2 + [hiv1il?

(%Qi1..Q0Hom) i1, = —siti + Ghip1,i =

Qm = Q1. € ClHX(mFD),
konnen wir I:Im also in eine obere Dreiecksmatrix

A~

Ry o= (rij)icq1,.mt1}.je(l,m) = QumHm € Clm+)yxm

transformieren.

12



hll h12 hlm M1 T2 ... T1m

h2]_ h22 e h2m O T22 e ’r?m
0  hs vl o o
: * hmm ’ T - * rmm
0 oo 0 s 0 ... 0 0

Ebenso multiplizieren wir die rechte Seite ||7(?)||e; mit diesen Givens-Rotationen und
erhalten den vollbesetzten Vektor

g™ = QmlIr®ley € T,
sodass wir nun das lineare Gleichungssystem
Ry = 3™
betrachten konnen.

Notation 1.9 Im Folgenden definieren wir

e R, € C™"™ qls die Matriz, die aus Rm durch Streichen der letzten Zeile hervor-
geht,

e g™ € C™ als den Vektor §'™ ohne dessen letzte Komponente gg’fl,

o Y1 =Gy,
o 4O = (|IrO) € C'y1 = [IFO],
o Qy:=1 € CI*1,

Da wir davon ausgehen, dass der Arnoldi-Algorithmus nicht vor der Konstruktion von
Pm+1 abbricht, gilt h;y1; # 0 fiir alle ¢ € {1,...,m}. Also gilt fiir alle ¢ € {1,...,m}

(Rin)ii = citi + Sihiv1,; = \/ [ti]* + [hit1,* > 0.

Damit ist die obere Dreiecksmatrix R,, invertierbar und wir konnen das lineare Glei-
chungssystem
Ry = g(m)

exakt durch Riickwértseinsetzen 16sen. Da @, unitér ist, folgt also

min{HHr(O)Hel—fImyH ‘ ye(Cm} —mz’n{HQm(Hr(O)Hel—ﬁmy)‘ ‘ ye(Cm}

ol e}l (£)- G
= mm{H (’5;7:)1) - ( gly> H ‘ (NS (Cm} = mm{H (g(m%;q ) ’ AS Cm}.
.1

13



Fiir unser gesuchtes y(™ € C™ mit (1.8) gilt somit gerade
y(m) = R-1g(m),
Zusammen mit (1.9) erhalten wir fiir die gesuchte Niaherungslésung nun die Darstellung
2™ = 2O 4 pym) = 20 4 PnR;'g™.

Dabei gilt fiir die Norm des korrespondierenden Residuums nach (1.7) und (1.10)

o= s = [ = g™ = [| (7L Y || < )

Bei der Durchfithrung des GMRES-Verfahrens gehen wir induktiv vor:

Angenommen, R,,_; und §(™1) seien bereits konstruiert.! Zunichst fiigen wir unten an
Rm_l eine Nullzeile und unten an g}(m_l) eine Null an. Dann konstruieren wir durch den
m-ten Schritt des Arnoldi-Verfahrens die m-te Spalte von H,, und fligen diese rechts
an Rm_l an. Dann wenden wir die bisher verwendeten Givens-Rotationen auf diese
neue Spalte an. Anschliefend konstruieren wir die neue Rotation €2, und wenden diese

A~

(m—1) .
sowohl auf die neue Spalte, als auch auf die rechte Seite (g 0 ) an, um R,, und g,

zu konstruieren. Dann gilt

g(m—l) g(m—l) g(m—l)
g(m) - Qm < 0 ) = Qm Ym = CmYm ;2
0 —SmYm
also insbesondere
Ym+1 = —SmVYm- (112)

Da wir den verbleibenden Fehler auf diese Weise mit sehr geringem Aufwand ohne expli-
zite Berechnung der korrespondierenden Nédherungslosung erhalten, kénnen wir, sofern
der Arnoldi-Algorithmus nicht vorzeitig abbricht, diesen Ablauf so lange wiederholen, bis
wir mit dem Fehler |y, 1| zufrieden sind und anschliefend die Niherungslosung (™ wie
beschrieben durch Riickwértseinsetzen und Verwendung der konstruierten Basisvektoren
berechnen.
Um Skalierungsinvarianz zu erhalten, wahlen wir hierfiir eine Fehlerschranke ¢ € Ry
und brechen ab, sobald die relative Residuennorm diese Schranke unterschreitet, d.h.
sobald
R e Ead | R e
Jiasl O] 7l
ist. Darauf basierend kénnen wir nun das GMRES-Verfahren skizzieren.

Es bleibt zu untersuchen, was passiert, wenn der Arnoldi-Algorithmus im m-ten Schritt
abbricht, d.h. wenn Ay, 1, = 0ist, da genau dann auch das GMRES-Verfahren abbricht.

<€

LRy interpretieren wir hierbei als nichts.

24(®) interpretieren wir ebenfalls als nichts.

14



Algorithmus 1.10 (GMRES)

) b — Az,
mn 4+ |IrO;
p1 < 7“(0)/ 715
m < 0;
while |y,41] > |71|e do
m<+—m+1;
Berechne hipm, hom, ..., Am+1,m mit dem Arnoldi-Algorithmus;
Wende 1,9, ..., Q;,,—1 auf die m-te Spalte von H,, an;
Berechne die Givens-Koeflizienten ¢, und s,,;
Y41 < —SmTYm;
Ym < CmYm;
Tmm € Cmlm +%hm+l,m = \/|t’rn‘2 + ‘hm+1,m‘2;
13: end while
14: Berechne y(™) = R} g™ durch Riickwértseinsetzen;
15: 20 20 4 P y(m),

— = =
Y 2

Satz 1.11 (Lucky Breakdown) Fulls das Arnoldi- Verfahren im m-ten Schritt abbricht,
kann der m-te Schritt des GMRES-Verfahrens dennoch durchgefiihrt werden. In diesem
Fall ist m = mg und ™ sogar die exakte Lisunyg.

Beweis. Dieser Beweis basiert auf [1, S.106-107] und den Beweisen von Lemma 3.32 aus
[1, S.111] und Proposition 6.10 aus [6, S.179].

Da das Arnoldi-Verfahren im m-ten Schritt abbricht, gilt

m
0= hm+1,m = meH = HApm - th’mpi
=1

und damit

m
Apm = thmpz € Span{])la ---vpm} = Km(Aapl)-
=1

m
Wegen A™ 1p; € K,,,(A,p1) existieren auBerdem oy, ..., ay, € C mit A™ 1p; = 3 a;p;.
i=1
m
Damit gilt A™p; = > a;Ap; und somit
i=1

m—1

Ampl — amApy = Z a; Ap; € Km(Aapl)'

=1

Damit folgt nun mit dem Basisaustauschsatz

K1 (A, p1) = span{p1, Ap1, ..., A" 'p1, A"p1} = span{pi, p2, ..., pm, A™p1}
= Span{p17p27 <oy Pm, Apm} g Km(A7p1)
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und damit Kp,4+1(4,p1) = Kn(A4,p1). Also ist m = my.
Sei nun y € C™ mit Hy,,y = 0. Dann gilt fiir alle ¢t € C™ mit Bemerkung 1.8
0= (t, Hny) = (t, P APpy) = (Pmt, APyy).
Wegen APy € Kini1(A, p1) = Kn(A, p1) = Bild(P,,) existiert ein £ € C™ mit
Pt = AP,y.
Also folgt
0 = (Puf, APny) = (APmy, APny) = || APyy|®

und damit AP,y = 0. Da p1, ..., py, linear unabhéngig sind, ist P, injektiv. Auflerdem
ist A nach Voraussetzung injektiv und somit ist ebenfalls AP,, injektiv. Damit folgt
y = 0. H,, ist also injektiv und als quadratische Matrix somit invertierbar.

Da Q,,—1 € C™*™ unitér ist, ist somit auch die obere Dreiecksmatrix @Q,,_1H,, inver-
tierbar. Damit muss t,, = (Qm—1Hm)mm # 0 gelten. Die m-te Givens-Rotation 2,, kann
also definiert werden mit

_ hm+1,m -0
\/|tm|2 + |hm~¢-LM|2

und die obere Dreiecksmatrix R,, ist wegen

(B = A/ w2 + 41,2 = /]2 = ] > 0

auch in diesem Fall regulér.
Fiir ein beliebiges z = (O + P,y € 2(©) + K (A, r(o)) gilt nach Bemerkung 1.8 auflerdem

b—Ax =b— A(x(o) +Phy)=0b— Az — AP,y = PO P,H,y
= 1P [p1 = PrHony = Pn(|[rOler — Hyny)

Sm

und wegen der Orthonormalitét von py, ..., py, somit

16— Azl| = || Pualllr©lex = Hung)|| = ||IIr©lles = Huny|

Weiter gilt nach Voraussetzung H,, = Hun _ (Hm und daher
0...0 Amyim 0
[lIrler = Hoy| = [[IrOller — Ay | vy € €™

Fiir unsere Niherungslosung (™ = (0 4 P, 4(m) = £(0) 4 PR} g™ gilt also auch in
diesem Fall wie zuvor mit (1.11)

I~ Aat™)]| = |

1rOlex — Hyny™|| = |

17 Ollex = By ™ || = sl
Fiir den verbleibenden Fehler gilt also wegen s, = 0 und (1.12) gerade
16— Az = 1] = | = $m¥m| = 0.

Damit ist (") die exakte Losung.
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Wie wir bereits eingesehen haben, gilt fiir die GMRES-Residuen
POl = W] = = |7 = 0.
Genauer gesagt gilt das folgende Resultat.
Korollar 1.12 Fiir das m-te GMRES-Residuum r(™ = b — Az(™ gilt
1P| = [s152...50] [P O]].

Beweis. Dieser Beweis basiert auf dem Beweis von Propositon 7.3 aus [6, S.238].
Durch sukzessive Anwendung von (1.12) erhalten wir wegen v, = |||

st ] = [(=1)"s1smyi] = Is1esm (PO | = [sisasml [[rO]].
Damit folgt mit (1.11) nun direkt
[P =11 = Ae™ || = || = [s152.8m] [[FO]].
]

Ein entsprechendes Bild liefert die Anwendung des GMRES-Verfahrens auf unser Mo-
dellproblem aus Abschnitt 1.3.

Residuenverlauf des GMRES-Verfahrens

100 F
10 F

107 F

._.
=]
G

[1E™ /17O

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tteration m

Tatséchlich lisst sich keine stéirkere Aussage beziiglich des Residuenverlaufs des GMRES-
Verfahrens treffen, ohne mehr als lediglich die Regularitéit der Matrix A zu fordern. Es
gibt sogar Beispiele von linearen Gleichungssystemen, bei denen der Startfehler durch
die ersten n — 1 Schritte des GMRES-Verfahrens unverdndert bleibt, bevor im n-ten
Schritt plotzlich die exakte Losung berechnet wird, siehe [1, S.121-122].
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2 Das QMR-Verfahren

Das GMRES-Verfahren hat ohne Zweifel viele Vorteile: Es funktioniert fiir jedes lineare
Gleichungssystem mit einer regulidren Matrix, ohne weitere Voraussetzungen, wird mit
jeder Iteration genauer und berechnet nach spétestens n Iterationen die exakte Losung.
Allerdings hat es auch signifikante Nachteile:

e In Zeile 6 des Arnoldi-Algorithmus wird eine Gram-Schmidt-Orthogonalisierung
durchgefiihrt, um sicherzustellen, dass der neu konstruierte Vektor senkrecht auf
allen zuvor konstruierten Vektoren steht. Dafiir werden natiirlich alle zuvor kon-
struierten Vektoren benétigt. Fiir jeden Schritt des GMRES-Verfahrens muss also
ein weiterer, in der Regel vollbesetzter Vektor des C™ gespeichert werden.

e Die im m-ten Schritt konstruierte Matrix H,, ist eine Hessenberg-Matrix. Daher
miissen alle zuvor konstruierten Givens-Rotationen auf die vollbesetzte, neue Spal-
te angewendet und somit natiirlich auch gespeichert werden. Ebenso wéchst der
Speicherbedarf fiir die neue Spalte mit jeder Iteration.

e Vor allem durch den Arnoldi-Algorithmus, aber auch durch die Anwendung der
Givens-Rotationen und das Losen des Gleichungssystems R,y = ¢ durch Riick-
wartseinsetzen steigt die Anzahl der benétigten Rechenoperationen fiir die Berech-
nung der m-ten Ndherungslosung mit jeder Iteration stark an.

Sowohl der Speicherbedarf als auch der Rechenaufwand des GMRES-Verfahrens wachsen
somit erheblich mit der Anzahl der durchgefiihrten Schritte.

Die Konstruktion einer orthonormalen Basis von K,(A,7(®) muss also teuer erkauft
werden: Falls die Problemdimension n sehr grof} ist, kann das GMRES-Verfahren aufler-
ordentlich aufwéndig oder sogar undurchfithrbar werden.

Die Idee des QMR-Verfahrens (quasi-minimal residual method) besteht nun darin, den
Anstieg des Speicherbedarfs und des Rechenaufwands zu vermeiden, indem statt einer
orthonormalen Basis eine im Allgemeinen nicht orthonormale Basis der Krylow-Raume
verwendet wird.

Das Vorgehen in diesem Kapitel orientiert sich hauptsichlich an [6] und [5].

2.1 Der Bi-Lanczos-Algorithmus

Das QMR- Verfahren verwendet zur Konstruktion von Basen der Krylow-Raume als Al-
ternative zur Arnoldi-Methode den sogenannten Bi-Lanczos-Algorithmus. Sei m € N.
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Algorithmus 2.1 (Bi-Lanczos)

1: Wihle zwei Vektoren vy, w; € C™ mit (v1,w;) = 1;
2: B1 < 0,01 <+ O;

3: wg < 0,v9 < 0;

4: for j=1,2,....,m do

5: a;j  (Avj, wj); B

6: Vjy1 < Avj — Qv — 5]'1}]'_1;
7 wj—i—l — A*wj — Qjw; — (5jwj_1;
8§ i1 (D41, D) [V

9: if (5j+1 =0 then

10: stop;

11: end if

122 Biga = (0541, Wi1) /0415
130 wjp1 < Wit1/Bit1;

4 i1 < D1 /54

15: end for

Sofern dieser Algorithmus nicht vor der Konstruktion von v,, und w,, abbricht, stehen
die Vektoren v1, ..., v;, in einer besonderen Beziechung zu den Vektoren wq, ..., wy,.

Satz 2.2 (Bi-Orthonormalitit) Angenommen, der Bi-Lanczos-Algorithmus breche nicht
vor der Konstruktion von vy, und wy, ab. Dann gilt:

(vi,w]) :57;]' Vi, j € {1,...,m}.
Die Vektoren v1, ..., 0y und wi, ..., W, Sind also biorthonormal.

Beweis. Dieser Beweis basiert auf dem Beweis von Proposition 7.1 aus [6, S.230-231].
Wir zeigen die Behauptung per Induktion.

Induktionsanfang:

Nach Wahl von vy, wy gilt (v, w1) = 1.

Induktionsvoraussetzung:

Sei also k € {1,...,m — 1} mit (v;, w;) = 6;; Vi, j € {1,...,k}.

Induktionsschritt:

Nach Konstruktion gilt bereits

Uk41 ﬁik+1> (g1, Wha1) _ (Dkgr, Why1) 1

Vi1, Wg+1) = <— = = - -
(U1, k1) Spt1 Brt1 Ok+18k+1 (Okg1, Whey1)

Wir wollen nun zeigen, dass (vgy1,w;) = 0 fiir alle i € {1, ..., k} gilt. Der Nachweis, dass

(vi,wg41) = 0 fiir alle ¢ € {1, ..., k} gilt, kann analog erbracht werden.

Es gilt nach der Induktionsvoraussetzung und mit Z.5, 6 und 14 des Bi-Lanczos- Algortihmus
1 1 1

(1, w0) = 5= (v, we) oo wi) =B (v, wr)) = ==

(Vgy1, WE) = (ag—ag) = 0.

Ok+1 Ok+1
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Wenn also k = 1 ist, folgt (vg41,w;) = 0 fiir alle ¢ € {1,...,k}. Wir nehmen nun also an,
dass k > 2 ist. Dann gilt fiir ¢ € {1, ...,k — 1} mit der Induktionsvoraussetzung und Z.6,
7, 13 und 14 des Bi-Lanczos-Algorithmus

1 .
V1, Wi) = = (Opg1, W) = ——
(Vkt1,w;) 5k+1< k15 Wi ) Shit
1 1
((vg, A*w;i) — Br(vr—1,w;))

((Avg, wi) — o (vg, wi) — Br(vk—1,ws))

(s Bit1wit1 + aw; + dwi—1) — Pr(vk—1,w;)).

(2.1)

Ok+1 Ok+1

Also folgt mit der Induktionsvoraussetzung insbesondere

1
(Vgt1, Wp—1) = St ((vk, Brwy, + ag—1wr—1 + Op—1Wk—2) — Br(Vk—1, Wk—_1))
+

1 1
= — (B (vg, wi) — Br(vp—1, wp—1)) = ——
6k+1 5k+1

(B — Br) = 0.

Wenn also k = 2 ist, folgt (vi41,w;) = 0 fir alle i € {1, ..., k}. Falls £ > 3 ist, folgt mit
(2.1) und der Induktionsvoraussetzung auBerdem, dass fiir alle i € {1,...,k — 2} gerade
(Vg+1,wi) = 0 gilt. Also gilt auch in diesem Fall (vjy1,w;) =0 fur alle ¢ € {1, ..., k}.

O

Diese Eigenschaft kénnen wir nun verwenden, um nachzuweisen, dass der Bi-Lanczos-
Algorithmus sogar Basen fiir zwei Krylow-Raume konstruiert.

Satz 2.3 Angenommen, der Bi-Lanczos-Algorithmus breche nicht vor der Konstruktion
VON Uy und Wy, ab. Dann ist {vy,...,vp} eine Basis von K, (A,v1) und {w, ..., wn}
eine Basis von K, (A*, wy).

Beweis. Dieser Beweis ist eine Abwandlung des Beweises von Satz 1.6 und verwendet
zusdtzlich den Beweis von Lemma 4.83 aus [5, S.175].

Wir zeigen per Induktion, dass {v1, ..., v, } eine linear unabhéngige Teilmenge von K, (A, v;)
und somit wegen dim(K,,(A,v1)) < m eine Basis von K,,(A4,v;) ist. Der Nachweis, dass
{wy, ..., wn,} eine Basis von K,,(A*, wy) ist, kann analog erbracht werden.
Induktionsanfang:

Es ist {v1} eine linear unabhéngige Teilmenge von span{vi} = Ki(A,v1).
Induktionsvoraussetzung:

Sei i € {1,...,m — 1} so gewihlt, dass {vy,...,v;} eine linear unabhéngige Teilmenge von
Ki(A,vy) ist.

Induktionsschritt:

Nach der Induktionsvoraussetzung sind v;—; und v; Elemente von K;(A,v;). Damit sind
vi—1, v; und Av; Elemente von Kji1(A,v1). Mit Z.6 und 14 des Bi-Lanczos-Algorithmus
folgt nun

~(i41) Av: — avs — Bivs

v v, ;U V;—

Vig) = —— = 7 1 Vg ﬁz i—1 c Ki—i—l(A; Ul)
dit+1 dit1
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und damit {v1,...,vi41} C Kit1(4,v1).

i+1
Seien nun ¢y, ..., ¢i+1 € C mit > cxvr = 0. Dann folgt nach Satz 2.2 fiir alle
k=1
j€e{l,...,i+ 1} gerade
it+1 it+1
0= <Z%vk,wj> =Y arlog, wy) = v, wy) = 7.
k=1 k=1
Damit folgt ¢ = ¢a = ... = ¢; = ¢j+1 = 0. Also ist {v1,...,v;+1} eine linear unabhingige

Teilmenge von Kji1(A,v1).
O

Sofern der Bi-Lanczos-Algorithmus nicht vor der Konstruktion von v,, und w,, abbricht,
geht aus dessen Durchfiihrung die Tridiagonalmatrix

o B
by az B3

hervor. Auflerdem konnen dann die Matrizen
Vin i= (v1...00) € C 0 Wy i= (wy...wy,) € CP

definiert werden. Mit diesen Matrizen konnen wir nun ein weiteres, entscheidendes Re-
sultat fiir das QMR-Verfahren beweisen.

Satz 2.4 Der Bi-Lanczos-Algorithmus breche nicht vor der Berechnung von vpyy1 und
W41 6b. Dann gilt:
Avm =VinTm + 5m+1vm+1€$n)

AW, = WmT;L + Bm+1wm+le%7
W AV, = T,

Beweis. Dieser Beweis basiert auf dem Beweis von Satz 4.85 aus [5, S.178].
Nach Z.6 und 14 des Bi-Lanczos-Algorithmus gilt fiir alle j € {1,...,m — 1}

AVinej = Avj = 041 + @G + Bjvj1 = 8j110j11 + 0505 + Bjvj—1 = VinTme;.
Ebenso ist nach 7.6 und 14

AVppem = Avy, = @m—‘rl + amUy + Bmvm—l = 5m+1vm+1 + Qo Um + 5mvm—1

= Vin'Tmem + mvarl'
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Damit folgt AV, = Viu T + 6ms 10ma1el . Analog gilt A*W,,, = W, T + Bs1Wmi1el .
AuBerdem folgt nun fiir 4,7 € {1,...,m} mit Satz 2.2

6j+1, falls i=j5+1

- — o, alls i =7
(Wi AVi)ij = (wi, Avj) = (Wi, 6410511 + @Guj + Bjuj-1) = § = / -
Bj, falls i=j5—1

0, sonst
und damit Wi AV, = T,,.
O

Die Vorteile des Bi-Lanczos-Algorithmus gegeniiber der Arnoldi-Methode liegen auf
der Hand: Wihrend bei der Arnoldi-Methode wegen der Orthogonalisierung mit jedem
Schritt ein weiterer Vektor des C™ zusétzlich abgespeichert werden muss, miissen fiir
die Durchfiihrung des Bi-Lanczos-Algorithmus nur 5 Vektoren gespeichert werden, un-
abhéngig von der Anzahl der durchgefiithrten Schritte. Auch die Anzahl der bendtigten
Rechenoperationen ist in jedem Schritt gleich. Auflerdem ist die Matrix T}, eine Tridia-
gonalmatrix im Gegensatz zu der Hessenberg-Matrix, die aus dem Arnoldi-Algorithmus
hervorgeht. Die daraus resultierenden Vorteile werden anhand der nun folgenden Herlei-
tung des QMR-Verfahrens ersichtlich.

2.2 Herleitung des Verfahrens

) . N . 0
Fiir die Herleitung des QMR-Verfahrens wéahlen wir vy := % und wy = H::(TH’ um

die Startbedingung fiir den Bi-Lanczos-Algorithmus

<7a(0)’ r(0))

o

(v, w1) =

zu erfiillen und nehmen an, dass der Bi-Lanczos-Algorithmus nicht vor der Konstruktion
von vp,41 und wp,11 abbricht. Wir definieren die Matrizen

Tm = <5Tm T> S C(m-l—l)xm’ Vm+1 = (vl...vm+1) € Cnx(m-i—l)

erlem

und erhalten mit Satz 2.4
AVm = Vme + 5m+1vm+1e£ = m—l—le' (22)

Nach Satz 2.3 ist {v1, ..., vs,} eine Basis von K, (A,v1) = Kn(A, %) = K (A, rO).
Fiir ein beliebiges = € 20 + K, (A, () existiert also ein y € C™ mit z = (0 + V,,y.

Daher erhalten wir mit (2.2) und unserer Wahl von v; nun

b—Az =b—A(zO +V,y) = rO—AV,y = [|rOv1 = Vi1 Ty = Vi1 (|7 Jer = Thny)
(2.3)
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und somit

b= Azll = || Vinsa(rOller = || < ||Vinsa|| [[11rOller = Tont]| - 29)

Unser Ziel ist es nun, HHT(O)Hel — Ty ‘ iiber y € C™ zu minimieren. Wir suchen also

nach einem y("™ e C™, welches die Bedingung
11O ler = Ty = mz’n{HHr(O)Hel = Tony| 'y € cm} (2.5)
erfiillt, um anschlieend die QMR-Approrimation

zu konstruieren.
Diese Konstruktion dhnelt sehr dem Vorgehen bei dem GMRES-Verfahren. Allerdings

entspricht ‘ ‘ 17 O||eg — Tpy™ ‘
die Spalten v1, ..., vpy+1 von Vi, 11 im Gegensatz zu den im Arnoldi-Algorithmus konstru-
ierten Basisvektoren im Allgemeinen nicht orthonormal sind. Durch die Berechnung von

nach (2.4) nicht exakt der minimalen Residuennorm, da

HHT(O)Hel — Ty™ H wird also, anders als bei GMRES, keine exakte Minimierung, son-

dern lediglich eine Quasi-Minimierung der Residuennorm durchgefiihrt. Dies rechtfertigt
die folgende Definition.

Definition 2.5 (Quasi-Residuum) Im Folgenden bezeichnen wir
1O Jex — Ty ™
als das m-te Quasi-Residuum des QMR-Verfahrens.
Fiir die Konstruktion von y(™) betrachten wir das lineare Gleichungssystem

Ty = [Ir®|les.

L - I

dg @z P (4 0
: : Y2

Om—1 Om—1 Bm : .

Om Qo Ym )

5m+1 0

Dieses Gleichungssystem soll nun durch Multiplikation mit einer unitdren Matrix in eine
handlichere Form iiberfithrt werden, welche durch Riickwirtseinsetzen gelost werden
kann. Wie auch beim GMRES-Verfahren verwenden wir hierfiir Givens-Rotationen.
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Wir setzen also wieder
Qo :=Iny1, co:=1,50:=0

und definieren induktiv fiir i € {1,...,m} zunéchst
ti= (10 Q0T1n)ii
und darauf basierend die i-te Givens-Rotation 2; € Cm+Dx(m+1) qurch

v 1+1

mit

B ti B dit1
C; i — N S; i— .
VIt + 1054 ]? VIt + 1054 ]?
Wie wir in Kapitel 1 bereits gesehen haben, sind die Givens-Rotationen 1, ..., ), und
somit auch

Qm = Q1.0 € ComTx(mHl)

unitidr und konnen verwendet werden, um die Matrix T, schrittweise in die obere Drei-
ecksmatrix

R = (rij)ieq1....m 41} je(..m) = (QmTin) € COMHDX™

zu transformieren.

o P i1 T2 T3
S A= n. T T T
5 az Ps 22 T23 24
- — "m—2m—-2 Tm-2m—-1 Tm-2m
Om—1 Om—1 B "'m—1m-1 Tm—-1m
Om Ay T'mm
5m+1 0

Ebenso multiplizieren wir wieder die rechte Seite ||[7(?)||e; des Gleichungssystems mit
@ und erhalten so den vollbesetzten Vektor

™ = Q| [r@|e; € CL.
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Notation 2.6 Im Folgenden definieren wir:

e R, € C™"™ qls die Matriz, die aus Rm durch Streichen der letzten Zeile hervor-
geht,

o g™ € C™ als den Vektor g™ ohne dessen letzte Komponente gfjjf@l,

© Ymt1 = G,
o 5O = (IIrV]) € C' = (1P,
e Qy:=1 € ctxt,

Da wir davon ausgehen, dass der Bi-Lanczos-Algorithmus nicht vor der Konstruktion
von Up41 und w41 abbricht, gilt §;41 # 0 fiir alle ¢ € {1,...,m}. Also gilt fiir alle

ie{l,..,m}
(Rm)ii = citi +5i0i41 = \/|ti]® + [0i41]2 > 0.

R,, ist also invertierbar und das transformierte Gleichungssystem

R,y = g(m)

kann exakt durch Riickwértseinsetzen gelost werden.
Mit der gleichen Argumentation wie bei GMRES in Kapitel 1 ergibt sich fiir unseren
gesuchten Vektor (™ mit (2.5) also gerade

y(m = R?;ng(m)
und fiir die Norm des m-ten Quasi-Residuums folgt

g — R,y

1 Oes = T = 9™ = Ryl = || (4

)= bl 9

Die Quasi-Minimierung verlduft also analog zu der Minimierung der Residuen-Norm
im GMRES-Verfahren. Um unsere Iterierte (™ analog zum GMRES-Verfahren direkt
vermoge (™ = 20 4+ V4™ zu berechnen, miissten wir allerdings alle konstruier-
ten Basisvektoren vy, ..., vy, abspeichern und wiirden so einen der wesentlichen Vorteile
des Bi-Lanczos-Algorithmus gegeniiber der Arnoldi-Methode aufgeben. Anders als beim
GMRES-Verfahren sollten wir z(™) also nicht erst dann berechnen, wenn wir mit |7,,.+1|
zufrieden sind. Wir miissen die Konstruktion von 2(™) also entsprechend modifizieren.
Hierzu definieren wir die Matrix

Py := VR,} € C™
und bezeichnen dessen Spalten mit pq, ..., ppy. Dann erhalten wir
2™ =20 vy = 2O 4y RoLgM) = 20 4 P g(m), (2.7)
Weiter gilt
Pp=VuR' < PpRy = Vi< (PR =V o RTPL =y T,
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Wenn wir also P, = (p1p2...pm) und Vy, = (vive...vy,) als Zeilenvektoren ihrer Spalten
interpretieren, kénnen wir RL PT = VI" als das lineare Gleichungssystem

T T
P1 Gl
T . .
Rm . - .
T T
Pm Um

interpretieren, sodass wir p1, ps, ..., P, durch Vorwiértseinsetzen in die untere Dreiecks-
matrix R berechnen kénnen. Somit kénnen wir fiir die Berechnung der m-ten QMR-
Approximation z(™) das folgende, induktive Vorgehen wihlen:

Wenn Rm_l, Q(m_l),Pm_l und z(™=Y bereits vorliegen,! fiigen wir zunichst unten an
]A%m_l eine Nullzeile und unten an g(mfl) eine Null an. Dann fithren wir den m-ten Schritt
des Bi-Lanczos-Algorithmus aus, um oy, 0m+1, Bim+1, Um+1 Und wy,+1 zu erhalten. Dann
fiigen wir rechts an Ry,_; die m-te Spalte von T}, d.h. (0, ..., By, ®m, Oms1)”, an und
multiplizieren diese mit den bisher verwendeten Givens-Rotationen. Da T,, eine Tridia-
gonalmatrix ist, miissen allerdings lediglich die beiden zuletzt verwendeten Rotationen
Qun—o und ,,_1 auf die neue Spalte angewendet werden. Dann bestimmen wir ¢,,, und

Sm fiir die néchste Givens-Rotation €2, und wenden diese auf die neue Spalte und die
5(m—1)
rechte Seite <g 0

durch Vorwirtseinsetzen in RL. Wegen

> an, um so Ry, und G zu erhalten. Dann bestimmen wir py,

g(mfl) g(m—l) g(m—l)
Q‘m>:9m< 0 >=Qm v | = emym |2 (2.8)
0 —SmYm
(m—1)

ist insbesondere g(m) = <g

, weshalb wir unsere Approximation in Kombination
CmTm

mit (2.7) anschlieflend vermoge
2™ =20 4 p g =20 4 P gD 4o vmpm = 2D 4 VimPm
aus der vorherigen Approximation z(™~1) konstruieren kénnen. Weiter folgt aus (2.8)
Vm+1 = —SmYm- (2.9)

Die Norm des Quasi-Residuums |7,,+1| kann also mit sehr geringem Aufwand berechnet
werden, withrend die Berechnung der Norm des exakten Residuums ||b — Az(™)|| eine
aufwindige Matrix-Vektor-Multiplikation erfordern wiirde. Daher wahlen wir fiir das
Abbruchkriterium eine Fehlerschranke ¢ € R+ und brechen ab, sobald die relative Quasi-
Residuennorm diese Schranke unterschreitet, d.h. sobald

Wm+1| _ |7m+1| i
|| O] Iml

gilt.
Darauf basierend formulieren wir nun den QMR-Algorithmus.

'Ro und Py interpretieren wir hierbei als nichts.

24(®) interpretieren wir ebenfalls als nichts.
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Algorithmus 2.7 (QMR)

70 b — Az,
n 4+ |IrO;
V] — r(o)/’yl,wl — r(o)/fh;
m < 0;
while |[vp,41] > |71]e do
m <+ m+ 1;
Berechne i, Omt1, Brm+1, Vm+1, Wm+1 mit dem Bi-Lanczos-Algorithmus;
Wende 2,,,_o und €,,_1 auf die m-te Spalte von Tm an;
Berechne die Rotationskoeflizienten ¢, und s;,;
TYm+1 < —SmTm;
TYm < CmYm;
Tmm < Cmtm + SmOm+1 = \/|tm‘2 + |5m+1‘2§
Pm < ('Um - Z?;:nl_g Timpi)/rmmS
14: (M) gm=1) YmPm;
15: end while

— = =
o2

—_
W

Nun koénnen wir die Vorteile des QMR- Verfahrens zusammenfassen:

e Wie bereits erwiahnt, erfordert der Bi-Lanczos-Algorithmus in jedem Schritt den
gleichen Speicherbedarf und Rechenaufwand.

e Wir benétigen in jedem Schritt nur die beiden zuvor verwendeten Givens-Rotationen.
Daher miissen auch nur zwei Rotationen pro Schritt und somit eine konstante An-
zahl von Rotationen abgespeichert werden. Zusammen mit der neuen Rotation
miissen also auch nur eine konstante Anzahl an Rotationen durchgefiihrt werden.

e Da T}, eine Tridiagonal-Matrix ist, ist der Speicherbedarf fiir die neue Spalte kon-
stant und durch die Givens-Rotationen wird nur eine Diagonale hinzugefiigt, sodass
in jeder Spalte von R,, nur bis zu 3 Eintrige nicht 0 sind. Daher erfordert auch
das Vorwirtseinsetzen in R lediglich einen konstanten Rechenaufwand.

Sowohl der Speicherbedarf als auch der pro Schritt erforderliche Rechenaufwand sind
also unabhéngig von der Anzahl der durchgefiihrten Iterationen. Somit ist das QMR-
Verfahren auch fiir viel groflere Dimensionen durchfiithrbar als das GMRES-Verfahren.
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2.3 Breakdown

Fiir die Durchfithrung des m-ten QMR-Schrittes haben wir vorausgesetzt, dass der Bi-
Lanczos-Algorithmus nicht vor der Konstruktion von v,,+1 und wy,+1 abbricht. Daher
wollen wir nun untersuchen, was passiert, falls es nach der Konstruktion von v,, und w,
zu einem Abbruch kommt. Dies ist genau dann der Fall, wenn

Omt1 = ’<®m+1awm+1>‘l/2 =0
gilt, also genau dann, wenn ¥y,+1 und wy,,+1 senkrecht aufeinander stehen.
Lemma 2.8 Falls 01 = 0 ist, gilt:

AV, = Vi T,

Wi AV, = Ty

Beweis. Dieser Beweis ist eine Abwandlung des Beweises von Satz 2.4.
Nach Z.6 und 14 des Bi-Lanczos-Algorithmus gilt wie zuvor fiir alle j € {1,...,m — 1}

AViej = Avj = 0541 + 0505 + Bjvj—1 = 0j110j41 + @505 + Bjvj—1 = Vi Tine;.
Da 9,41 = 0 ist, gilt aulerdem mit Z.6 und 14
AVipem = Avy, = {)erl + QmUm + Bimvmfl = QmUm + Evmfl = VoI mem.

Damit folgt AV, = Vi, Thn,.
AuBlerdem folgt fiir i € {1,...,m} und j € {1,...,m — 1} mit Satz 2.2

m, falls i=j5+1
aj, falls i=3j

By falls i=j—1"
0, sonst

(Wi AVi)ij = (wi, Avj) = (wy, 0110541 + G5 + Bjvj1) =

Ebenso folgt fiir i € {1,...,m}

Qm, falls i=m
(W;;Avm)zm = <wi7 Avm> = (wivﬁvm + ﬁ?vm—1> = Birn, fallS 1=m-—1.

0, sonst

Also ist W AV, = Th,.
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Falls 0,41 = 0 ist, erhalten wir fiir ein beliebiges z = 20 4 Viny € 20 4 Km(A,r(O))

mit Lemma 2.8 und wegen v; = also

0
[ES

b— Az =b— A + Vy) = O — AV,y = [|r Qo1 = VieTony = Vin (|7 ||e1 — Thy).

Da wegen 0,11 = 0 auch §,,11 = 0 und somit T, = <Z;]m> gilt, folgt also

lo=Az]| = ||[Vau (|l Oller=Tg)|| < ||V | ||11rOller=Tmy| = || Van| ||l ller—Tom ||
0)

Wir wollen nun nachweisen, dass der m-te QMR-Schritt auch in diesem Fall durchfithrbar
ist. Dafiir benttigen wir jedoch noch weitere Aussagen.

Lemma 2.9 Falls Oy41 = 0 ust, gilt
Km(A, 1}1) = Km+1(A, ’Ul).

Beweis. Dieser Beweis basiert auf [1, S.106-107].
Da 0,41 = 0 ist, gilt nach Z.6 des Bi-Lanczos-Algorithmus

Avp = Qv + Bmvm—1 € span{vi, ..., vm} = Kn(A4,v1).

m
Wegen A" vy € K,,(A,v1) existieren aufierdem cy, ..., ¢, € C mit A™ oy = 3 ;.
i=1

m
Damit gilt A™v; = ) ¢;Av; und somit
i=1
m—1
A1 — e Avy, = Z ciAv; € K (A, v1) = span{v1,...,um }.
i=1

Damit folgt nun mit dem Basisaustauschsatz

Kmi1(A,v1) = spanf{vy, Avy, ..., A" Yoy, Ao} = spanf{vi, va, ..., U, A™ 01}

= span{vy, v, ..., Um, Avp } C Ky (A, v1)

und damit Kp,+1(A,v1) = Kpn(A,v1).

Damit erhalten wir nun das folgende, wichtige Resultat.
Lemma 2.10 Falls 01 = 0 ist, ist Tpy, invertierbar.

Beweis. Dieser Beweis ist eine Abwandlung des Beweises von Lemma 3.32 aus [1, S.111].
Sei y € C™ mit T,y = 0. Dann gilt mit Lemma 2.8 fiir alle t € C™

0= (t,Tny) = (t, Wy AViy) = (Wi, t, AV,y).
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Da {Wpt|t € C™} = span{wy,wa, ..., wy} ist, gilt also AV,,y L span{wy,ws, ..., wy}.
Weiter ist V,,y € span{vi,va,...,um} = Kn(A,v1). Also folgt mit Lemma 2.9

AVyy € Kpv1(A,v1) = K (A, v1) = span{vi, va, ..., v }.

m m
Also existieren ¢y, ca, ..., ¢y € Cmit AV, y = > ¢jv;. Wegen Y cyw; € span{wy, wa, ..., Wy, }
i=1 =1

folgt also mit Satz 2.2

m m m m m
0= <Ame,ZCiwi> = <ZCM, Zciwi> = ZEQ(’tJuwi) = Z |ci]?
i1 i1 i1 i1 Py

m
und damit ¢; = cg = ... = ¢, = 0. Also gilt AV,,y = > ¢, = 0.

i=1
Da A regulér ist, ist A insbesondere injektiv. Da vy, v, ..., vy, linear unabhéngig sind,
ist dartiber hinaus auch V;,, = (v1v2...v,) injektiv. Also ist auch AV}, injektiv und somit

ist y = 0. Damit ist T}, injektiv und als quadratische Matrix somit invertierbar.
O

Nun stehen uns alle Argumente zur Verfiigung, um zu beweisen, dass das QMR- Verfahren
im Falle 0,41 = 0 nicht nur durchfithrbar ist, sondern sogar die exakte Losung unseres
Gleichungssystems (1.1) berechnet.

Satz 2.11 (Lucky Breakdown) Falls 0,1 = 0 ist, kann die m-te QMR-Iterierte
(™) dennoch berechnet werden und ist sogar die ezakte Lisung.

Beweis Basiert auf dem Beweis von Proposition 6.10 aus [6, S.179], an QMR angepasst.
Nach Lemma 2.10 ist T}, invertierbar. Da Q,,_1 € C"™*" unitir und somit ebenfalls
invertierbar ist, ist also auch die obere Dreiecksmatrix @Q,,_17:, invertierbar. Damit
muss ty, = (Qm-1Tm)mm 7 0 gelten. Die m-te Givens-Rotation €, kann also definiert

werden mit
5m+1 0

— = - 0
\/|tm|2 + |‘Sm-&-1|2 \/’tm|2 +0

und die obere Dreiecksmatrix R, ist wegen

(Rm)mm = \/|tm|2 + |5m+1|2 = \/‘tm|2 = |tm| >0

Sm

auch in diesem Fall regulir. Die m-te QMR-Iterierte kann also wie zuvor durch z(™ =
2O 4+ Vg (M) mit (M) = anlg(m) berechnet werden. Da s, = 0 ist, folgt daher mit
(2.10), (2.6) und (2.9)

= 451 ]| s ] = ] s = ] 1= s <.

Damit ist (™) die exakte Losung.
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Falls 0,41 = 0 ist, ist der resultierende Abbruch des QMR-Verfahrens also absolut
unproblematisch.

Dies ist jedoch nicht der Fall, wenn (0,41, Wm+1) = 0 ist, obwohl 9,41 # 0 ist. Diese
Situation kann ndmlich durchaus eintreten, bevor die exakte Losung berechnet wird,
sodass hier von einem sogenannten Serious Breakdown die Rede ist. Eine Moglichkeit,
dennoch weitere Néherungslosungen berechnen zu koénnen, bieten die in [6, S.231 -233]
beschriebenen Look-Ahead-Varianten des Bi-Lanczos-Algorithmus:

Oftmals kénnen vy, 2 und wy,4+2 mit den gewiinschten Eigenschaften auch ohne vy,41
und wy,+1 konstruiert werden, sodass der Bi-Lanczos-Algorithmus anschlieend bis zum
néchsten Abbruch fortgefithrt werden kann. Funktioniert dies nicht fiir vy,+2 und wy,+2,
so versucht man es mit vp,+3 und w43, usw. . Nach [6] sind diese Look-Ahead Vari-
anten allerdings mit einer erhdhten Komplexitdt verbunden, und zwar insbesondere,
weil die Matrix T, durch Anwendung dieser Varianten sogar ihre Tridiagonalstruk-
tur verliert. Als einfachere Alternative wird daher vorgeschlagen, die zuletzt berech-
nete Naherungslosung als neuen Startvektor zu verwenden, um darauf basierend einen
Neustart des Bi-Lanczos-Algorithmus bzw. des QMR-Verfahrens vorzunehmen.

Wir halten fest: Falls der Bi-Lanczos-Algorithmus bzw. das QMR-Verfahren im m-ten
Schritt vor der Konstruktion von v,,11 und wy,+1 abbricht, gibt es zwei Moglichkeiten:

e Wenn 0,,11 # 0 ist, konnen wir ohne Weiteres den m-ten QMR-Schritt nicht
durchfithren und keine Aussage iiber die Genauigkeit der zuletzt berechneten Ite-
rierten treffen, sodass ein Serious Breakdown entsteht.

e Gilt hingegen 9,,4+1 = 0, so wird nach Satz 2.11 als néchstes mit (™) die exakte
Losung berechnet, sodass ein Lucky Breakdown entsteht.

Dass es spétestens im n-ten Schritt zu einem Abbruch kommen muss, ist eine direkte
Folgerung aus Satz 2.3.

Korollar 2.12 Der Bi-Lanczos-Algorithmus bricht vor der Konstruktion von v,y1 und
Wpy1 ab.

Bewets.

Angenommen, der Bi-Lanczos-Algorithmus breche nicht vor der Konstruktion von v,11
und wy,41 ab. Dann ist nach Satz 2.3 {v1,va,...,vn41} eine Basis von K, 1(A,v1). Da
Kp4+1(A, v1) ein Unterraum von C" ist, gilt aber dim(K,11(A,v1)) <n. % Es liegt also
ein Widerspruch vor.

O

Wenn also kein Serious Breakdown auftritt, muss spétestens 0,41 = 0 sein. Daraus folgt
unmittelbar:

Korollar 2.13 Angenommen, es komme nicht zu einem Serious Breakdown.
Dann berechnet das QMR- Verfahren spdtestens im n-ten Schritt die exakte Lisung.
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2.4 Konvergenzeigenschaften

Wir wollen nun versuchen, fiir die m-te QMR-Approximation z(™) Aussagen iiber die
Norm des Residuums 7™ = b — Az("™) zu treffen.

Da wir die mdglichen Szenarien im Falle eines Abbruchs des QMR-Verfahrens bereits
in Abschnitt 2.3 diskutiert haben, nehmen wir im Folgenden wieder an, dass der Bi-
Lanczos-Algorithmus nicht vor der Konstruktion von v,,+1 und w,,+1 abbricht.

Satz 2.14 Fir das m-te QMR-Residuum r(™ = b — Az(™) gilt:
1P < Vil 1l = [Vl s152.5m] [P

Beweis. Dieser Beweis basiert auf dem Beweis von Proposition 7.3 aus [6, S.238].
Nach (2.4) und (2.6) gilt

1= A2t < || Vi | {[1Ir@ller = Ty ™| = || Vinsa] | sl
AuBerdem erhalten wir durch wiederholte Anwendung von (2.9) und wegen v, = ||r(?)||
Y1 = (—1)™5159...5m71 = (—=1)™s159...5m||r V.
Somit folgt insgesamt

1= 4| < |[Viwsa || [0 s153-0.8m 11FOU| = ||Viwsa || [s352-+:5m] 1@
O

Nun stellt sich die Frage, wie sich dieses Resultat auf die Konvergenz des QMR- Verfahrens
auswirkt. Wir bemerken zunéchst, dass wegen |s;] < 1 fiir alle ¢ € {1,..,m} auch
|s182...8m| < 1ist und somit einen positiven Effekt erzielt. Eine vergleichbare Aussage fiir
[|Vint1|] kénnen wir hingegen nicht treffen. Um dennoch eine praktische Abschéitzung fiir
[|Vin+1|] zu erhalten, nehmen wir eine simple Modifikation des Bi-Lanczos-Algorithmus
vor:

Um die benotigten Eigenschaften des Bi-Lanczos-Algorithmus nachzuweisen, miissen wir
fir j € {1,...,m} von den Skalaren ;11 und ;1 lediglich fordern, dass die Bedingung

0j+1Bj+1 = (Dj41,0j41)
erfiillt ist. Abgesehen davon koénnen ;41 und §j41 also vollig beliebig gewéhlt werden
(vgl. [6, S.230]). Wihlen wir nun

(D41, Wj+1)

01 = |95l Bjr = =5
1

9

so gilt nicht nur die erforderliche Bedingung

(011, Wj+1)

S (D541, Wjit1),
J

Oj+1Bj+1 = 0j41
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sondern auch

0 0
”UJ'-HH — H J-‘rlH _ ”A]-HH -1
0jr1 0541l
Sofern wir also wie bisher v; = % bereits normiert wihlen, konnen wir durch eine al-

ternative Wahl von 0,1 sicherstellen, dass die Bi-Lanczos-Vektoren v1, ..., vy, 41 normiert
sind. Wegen (11 = Bmirbmi1) ynd 7.13 des Bi-Lanczos-Algorithmus kommt es dabei
wie zuvor genau dann zu einem Abbruch im m-ten Schritt, wenn 0,41 und wy,41 senk-
recht aufeinander stehen. Daher gelten sédmtliche in diesem Kapitel getroffenen Aussagen
auch auf Grundlage dieses modifizierten Bi-Lanczos-Algorithmus, sodass insbesondere
das QMR-Verfahren auch in diesem Fall genau wie zuvor beschrieben durchgefiihrt wer-
den kann (vgl. [4, S.301, Aufgabe 7.2]). Das Resultat ist also eine alternative Variante

des QMR-Verfahrens, bei welcher die Spalten der Matrix V41 bzw. V,;, normiert sind.

Satz 2.15 Die Bi-Lanczos-Vektoren vy, ..., vm+1 seien normiert. Dann gilt
Vinsal] < vVm + 1.
Beweis. Dieser Beweis basiert auf einer entsprechenden Aussage fiir das DQGMRES-
Verfahren aus [6, S.182-183].
Sei z € C™! mit ||z|| = 1. Da v1, ..., Um41 normiert sind, gilt dann

m+1 m—+1
Vinrz|] = H Z ZiVj
i=1

m+1 m+1
<Y vl = > il ol = il
=1 =1 =1

Seien nun 7,y € C™*! mit &; := |x;| und y; := 1 fiir alle i € {1,...,m + 1}. Dann folgt
mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

m+1 m+41 m+1

Dl = @L< 2] [yl = | D il | D 1=zl Vim+1=Vm+ 1.
i=1 =1 =1

Damit ist ||Vi412]| < v/m + 1 und somit insgesamt ||V, 41| < vm + 1.

Mit Satz 2.14 und 2.15 erhalten wir nun folglich:

Korollar 2.16 Die Bi-Lanczos-Vektoren vy, ..., vm+1 Seien normiert. Dann gilt fir das
m-te QMR-Residuum r("™) = b — Az(™);

] < Vm +1 |s1s2...5m] |[r?]].

Als néchstes wollen wir die Konvergenz des QMR-Verfahrens mit der des GMRES-
Verfahrens vergleichen, um herauszufinden, wie stark die Qualitdt unserer Ndherungslosung
durch die Verwendung von nicht-orthonormalen Basen der Krylow-Raume beeintréchtigt
wird. Auch hier spielt die Matrix V,,,41 wieder eine entscheidende Rolle. Das folgende
Resultat gilt dabei fiir beide vorgestellten Varianten des QMR-Verfahrens.
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Satz 2.17 Seien xé?m) die m-te Niherungslosung des QMR- Verfahrens und x(én) die m-te
Niherungslosung des GMRES-Verfahrens. Dann gilt:

16— AzSN| < (Vi) [[b — x5V,

Beweis. Dieser Beweis basiert auf Theorem 7.4 aus [6, S.239] und dem Beweis von
Theorem 6.11 aus [6, S.185].
Sei zunéchst

(2:3) (

R :={b— Az|z € 29 + K,,(A,rO)} Vi1 (|Ir@ler = Truy)ly € €} (2.11)

die Menge aller Residuen beziiglich (9 4 K,,,(A, 7). Dann sind

rgn) =b— A:J:(m) und rém) =0b— AiL'gn)

Elemente von R.
Weiter sei wie zuvor (™) € C™ mit (2.5) und auBerdem

£ = 1rOey — Tpy™ (2.12)

das m-te Quasi-Residuum.
Es existieren eine unitiire Matrix Q € C"*™ und eine obere Dreiecksmatrix R € C™*(
mit

m+1)

Vint1 = QR.

Da vy, ..., Um41 linear unabhéngig sind, ist V41 injektiv und daher ist auch R injektiv,
weil QQ als unitdre Matrix invertierbar ist. Somit existiert eine invertierbare Matrix
S € Cm+Dx(m+1)

RS = (Irr[z)—l-l) c Cnx(erl)'

Also ist
N = Vm+1S = QRS — Q <IT)6+1> c (Cnx(m—i-l)

isometrisch.
Weil S invertierbar ist, gilt V;,41 = NS™!, also folgt

0 = b= Aay? = b= A0 Vg ™) L Vo (1O er Ty ™) O Vi) = N1
(2.13)
und weil N isometrisch ist, gilt somit
57 = [INS™H|| = |51 < (1S {607, (2.14)

Wegen
SN*Vipy1 = SN*NS™' = SLp1S7" = I
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ist auflerdem

2.11 ~ ~
(N7 | r € R} 2V (SN Vo1 (I1FOles—Tony) |y € T} = {[[rO]jes—Tony | y € T,

(2.15)

Da N isometrisch ist, folgt mit (2.13) auflerdem
SN*rG" = SN*NS~1m) = 55 10m) — 4, (2.16)
Da ||t0™)]] = min{HHr(O)Hel —TmyH ‘y ecm} CL) in{||SN*r|| | € R} ist, gilt also

fir aller e R

e P2 SN eI < 1SN < SN L= ST (Y 22 118 )
Also gilt insbesondere auch [[t™]] < [|S]| ||[r%" || und daher mit (2.14)
571 < [1SHHIE™) < 1SHISIHIEE™ ) = w(S) [1rgv]). (2.17)
Wegen V11 = NS~! gilt auBerdem fiir alle y € C™*!
[Vl = ||NS™1y|| ¥ ometrseh |1 g1y,

also

maz{||Vin1yll ly € C™ L [lyll = 1} maz{||S™"yl| [y € C™*, [lyl| = 1}

min{|[Vim1yl| ly € C™H L [yl =1} min{||S"y|| [y € C+1, |]y]] = 1}
= k(S7Y) = k(9).

K(Vint1) =

Somit ergibt sich mit (2.17) insgesamt

16— Az = 11r51) < w(S) [PV = K(Vinga) [|b — AzE|.

Klassisches QMR-Verfahren
10! T

T T
rel. Residuum [|r(™)] |/[|r(®)]|
rel. Quasi-Residuum |yma1|/]1r )| ]

100

107
0 20 40 60 80 100 120

Iteration m
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QMR mit Normierung

10t T T
rel. Residuum | |rM][/[|KO)]] —
100 rel. Quasi-Residuum |Ym41]/| [FO]] — 4

10t F
102 F 5
103 F
104 F

107 F

1077
0 20 40 60 80 100 120

Tteration m

Wenden wir das QMR-Verfahren auf unser Modellproblem aus Abschnitt 1.3 an, so
macht sich im resultierenden Residuenverlauf vor allem bemerkbar, dass die Residu-
ennorm anders als bei GMRES nicht kontinuierlich fallt oder stagniert, sondern auch
hin und wieder ansteigt. Dies ist schlicht darauf zuriickzufiihren, dass hier statt einer
Minimierung iiber geschachtelte Mengen lediglich eine Quasi-Minimierung durchgefiihrt
wird.

Die Norm des Quasi-Residuums ist hingegen sehrwohl das Resultat einer exakten Mini-
mierung iiber geschachtelte Mengen, sodass hier wie bei dem GMRES-Residuenverlauf
kein Anstieg moglich ist und somit ein sehr glatter Verlauf entsteht.

Insgesamt dhnelt der QMR-Residuenverlauf durch die in Satz 2.14 und Satz 2.17 nach-
gewiesene, starke Abhiingigkeit der QMR-Residuennormen ||r(™)|| von der Beschaffen-
heit der Matrizen V,,4+1 im Wesentlichen einem GMRES-Residuenverlauf mit stérkeren
Oszillationen. Dabei weist die Variante mit Normierung erwartungsgeméf geringere Os-
zillationen auf und erreicht eine hhere Genauigkeit als die klassische QMR-Variante.
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3 Transpose-Free QMR

Wie wir gesehen haben, besitzt das QMR-Verfahren durch den Verzicht auf Orthonor-
malbasen der Krylow-Riume die wesentlichen Nachteile des GMRES-Verfahrens nicht.
Allerdings fordert das QMR-Verfahren auch etwas, was im GMRES-Verfahren nicht
benétigt wird: Multiplikationen mit der Adjungierten Matrix A*.

Abgesehen davon, dass die Multiplikationen mit A* nicht direkt zur Berechnung der
Niherungslosung (™ beitragen, sondern nur zur Berechnung der Skalare cy,, Sm1 und
Om+1 bendtigt werden, kénnen in manchen Situationen Multiplikationen mit A* gar
nicht durchgefiihrt werden, z.B. wenn A nicht als explizite Matrix, sondern lediglich in
Form einer Methode fiir die Berechnung von Multiplikationen mit A gegeben ist (vgl.[6,
S.241]).

Ein Beispiel hierfiir ist das mehrdimensionale Newton- Verfahren, angewendet auf eine
total differenzierbare Funktion f : R™ — R™. Sofern die Jacobi-Matrix Df(z) von f in
r € R"™ invertierbar ist, ist das mehrdimensionale Newton-Verfahren definiert durch

() = x — Df (@)~ f(x).

Die Niherungslosung ®(z) kann also durch das Losen eines Gleichungssystems mit der
Jacobi-Matrix D f(x) berechnet werden.
Auch wenn diese Matrix nicht explizit bekannt ist, konnen Multiplikationen mit D f(x)
mit dem Differenzenquotienten vermoge

[z + ev) — f(x)

€

Df(x)v = Yv e R"

mit € € Ry approximiert werden. Eine solche Formel existiert allerdings nicht fiir die
Adjungierte D f(x)* von D f(z) (vgl. [6, S.241]).

Es lohnt sich also, nach einer Variante des QMR-Verfahrens zu suchen, welche ohne
Multiplikationen mit A* auskommt. Dazu betrachten wir zunéchst ein weiteres Krylow-
Raum-Verfahren, welches auf dem Bi-Lanczos-Algorithmus basiert und eng mit dem
QMR-Verfahren zusammenhéingt, das sogenannte BiCG-Verfahren (biconjugate gradi-
ents).

Das Vorgehen in diesem Kapitel orientiert sich hauptsichlich an [6] und [5].

3.1 Das BiCG-Verfahren

Das BiCG-Verfahren konstruiert eine Iterierte (™ € (0 + K,,(A,7(®)) mit der Eigen-
schaft
b— Az 1 K, (A", ().
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Somit existiert auch fiir diese Nitherungslosung ein y(™ € C” mit 2™ = 20 4V, y(™).

. . o .
Wenn wir nun wieder v = w®) = H;—O)H withlen und davon ausgehen, dass der Bi-

Lanczos-Algorithmus nicht vor der Konstruktion von v,,+1 und w41 abbricht, oder

alternativ, dass 0py41 = 0 ist, und 7T}, zudem invertierbar ist, erhalten wir mit den
Satzen 2.2, 2.3 und 2.4 bzw. Lemma 2.8

b— Ax™ L K (A%,r0) = Wi (b — Ax™) = 0 <= Wy, (b — Azl — AV,,y™) =0
= Try)™ = W2 ||rOjv; = Tpy™ = |[rO]|e; <= y™ = ||+ T ey

Damit folgt fiir z(™:
2™ = 2O OV, T ey

Insbesondere ist (™) eindeutig bestimmt. Da sich die Losung z*) von (1.1) nach (1.2)
in 2 + K, (A4, 79) befindet, gilt

b— Az™ =0 L K, (A%, 7)),

also berechnet das BiCG-Verfahren unter den gegebenen Voraussetzungen nach mg
Schritten und somit spétestens nach n Schritten die exakte Losung.

Fiir die Konstruktion des BiCG-Algorithmus wird zusétzlich vorausgesetzt, dass T,
eine LR-Zerlegung T}, = L, Ry, besitzt. Unter Verwendung dieser LR-Zerlegung kénnen
anschlieBend Rekursionsgleichungen zur Aktualisierung der Niherungslésung (™ und
des zugehorigen Residuums (™ = b — Az(™) hergeleitet werden.

Genauere Informationen zu der Herleitung und den Eigenschaften des Verfahrens sind
in [5, S.194-201] und [4, S.269-278] zu finden.

Algorithmus 3.1 (BiCG)

1 70 b — Az 7O (0 pO)  (0) 50)  4(0).
2: j + 0

3. while ||r0)|| > ||r©||e do

a; + (r@) 79y /(ApL), )Y,

2U+D) 206 4 Oij(j);

rU+h G — afjAp(j);

Ut 70) — o A*pU);

Bj + (rU+0) 70Dy /(@) 7))
pU+)  p+D) +ﬁjp(j);

10: pUTD  Fla+1) 4 ﬁﬂ;(j);

11: j—J+1

12: end while

)

In der Regel ist das QMR-Verfahren vorteilhafter als das BiCG-Verfahren, da fiir die
Durchfithrung eines QMR-Schrittes weniger vorausgesetzt wird und es somit weniger
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Griinde fiir einen vorzeitigen Abbruch gibt. Zudem besitzt das QMR-Verfahren durch
die Minimierung des Quasi-Residuums einen wesentlich glatteren Residuenverlauf.
Tatsédchlich gibt es einen sehr starken Zusammenhang zwischen den Nidherungslésungen
des BiCG-Verfahrens und den N&dherungslosungen des QMR-Verfahrens. Es kann so-
gar ein kurzer Algorithmus konstruiert werden, der die QMR-Iterierten auf Basis der
BiCG-Iterierten berechnet. Dies ist der sogenannte QMR-Smoothing-Algorithmus, siehe
[6, S.236-241]. Man kann also durchaus davon sprechen, dass das QMR-Verfahren einer
Glattung der BiCG-Residuen entspricht.

Residuenverlauf von QMR und BiCG
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Um eine Variante des QMR- Verfahrens zu konstruieren, die ohne Multiplikationen mit A*
auskommt, betrachten wir zunéchst eine entsprechende Variante des BiCG-Verfahrens,
das sogenannte CGS-Verfahren (conjugate gradients squared).

3.2 Das CGS-Verfahren

Unter Verwendung von Z.6 und Z.9 und der Startbedingung p(®© = 7 des BiCG-
Verfahrens kann gezeigt werden, dass fiir j € {0, ...,mo} Polynome ¢;,; € II; mit

r) = ¢;(A)r®  und  pW) = 71;(A)r0
existieren. Analog folgt mit Z.7 und Z.10
7)) = @(A*);(O) und  pY) = ﬁ(A*)f(0)7

wobei ng] und 7; den Polynomen ¢; und 7; mit komplex konjugierten Koeffizienten
entsprechen. Damit erhalten wir fiir die Skalare a;, 3;

D) (6i(A)r©®, 6(4NF@)  (3(A)r©,7O)
N A0, 50) T (Amy (4)r©), w5477 O) T (An3(4)r©) 70
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(rO 70D) (8 (Ar©, G (A0F0) _ (@7 (A)r?, 7)
(O 7D) gy (A)r®, ¢;(AFO) (A, O)

also eine Darstellung von o und 3; ohne Verwendung von A*.
Weiter gelten nach Z.6 und Z.9 des BiCG-Algorithmus die Rekursionen

Bj =

Pjr1(t) = ¢j(t) —agtm(t) und w1 (t) = djpa(t) + Bm;(t) (3.1)

mit ¢o(t) = 1 und mo(t) = 1. Definiert man anschlieBend das Residuum () und den
Vektor pl¥) neu vermoge

r0) = ng?(A)r(O) und pV) := 72

0
F(A)r©,

so konnen mit Hilfe dieser Rekursionen und der Hilfsvektoren
ul) = qu(A)ﬂ'j(A)r(O) und ¢V = ¢j+1(A)7rj(A)T(O) (3.2)

wiederum Rekursionen fiir dieses neue Residuum ) und die korrespondierende neue
Niherungslosung z9) hergeleitet werden. Das Resultat ist der CGS-Algorithmus. Eine
genaue Herleitung ist in [6, S.241-244] und [5, S.201-204] zu finden.

Algorithmus 3.2 (CGS)

1 10 b= 470 70 10 50 10 4,0 0,
2: j 0

3. while [|r|| > [|r©||e do

a; + (r) 70y /(Apl) 70y,

B;  (rU+D 500 /) 70Dy,

11: J<Ji+1

12: end while

i)

Statt einer Multiplikation mit A und einer mit A* werden nun also zwei Multiplikationen
mit A durchgefiihrt.

Aufgrund der Quadrierung der Polynome ist von dem CGS-Verfahren meistens eine
wesentlich schnellere Konvergenz zu erwarten als von dem BiCG-Verfahren. Allerdings
werden dadurch auch die im BiCG-Residuenverlauf auftretenden Oszillationen deutlich
verstarkt (vgl. [4, S.281-282]) .
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Residuenverlauf von BiICG und CGS

-
(=)
)

BICG —

IERINIERT
2 2 % 3 %

[y
<
S

._.
e
o

._.
<
®

Wir wollen nun die im CGS-Verfahren konstruierten Vektoren und Skalare verwenden,
um unsere A* -freie QMR-Variante zu konstruieren. Dazu sei wie iiblich m € N.
Wir definieren zunichst fiir alle k£ € {1,...,m}

o ®) {U(Lk;“ falls k ungerade (3.3

q(L%J) falls k gerade
und erhalten das folgende Resultat.
Satz 3.3 Angenommen, der CGS-Algorithmus breche nicht vorzeitig ab. Dann gilt
span{v(l), e v(m)} = Kn(A, r(o)).

Insbesondere ist {v(V, ..., 0™} eine Basis von K, (A, 7)), sofern dim(K,,(A,70)) =m
gilt.

Beweis. Dieser Beweis basiert auf dem Beweis von Lemma 4.98 aus [5, S.210-211] und
auf [4, S.288-289].
Sei k € {1,...,m} beliebig.
Ist k ungerade, so existiert ein j € Ny mit £ = 25 + 1. Damit ist Lk—;lj = j und somit
nach (3.2) und (3.3)

v =49 = ¢;(A)m; (A)r®,
Da nach Voraussetzung der CGS-Algorithmus nicht vor der Konstruktion von u() ab-
bricht, gilt auBerdem «; # 0 fiir alle ¢ € {0,...,j — 1}. Nach den in (3.1) aufgefiihrten
Rekursionsformeln haben also sowohl ¢; als auch 7; den Grad j. Damit gilt

deg(d)jﬂ'j) = 2j =k—1.

Ist k gerade, so existiert hingegen ein j € N mit k£ = 2j. Damit ist L%j =j—1undes
folgt mit (3.2) und (3.3) analog

o) = q(j_l) = gbj(A)Wj,l(A)r(o), deg(pjmj—1) =2j — 1=k —1.
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Also existiert fiir alle k& € {1,...,m} ein Polynom s; € Iy mit deg(sy) = k — 1 und
) = 5. (A)r©),
Damit folgt mit dem Basisaustauschsatz

K (A, 7‘(0)) = span{r(o), Ar©@ Am_lr(o)} = span{v(l), - U(m)}.
O

Nun bemerken wir, dass die j-te CGS-Iterierte () nach Z.6 alternativ auch in zwei
Halbschritten vermdoge

x(j—i—%) = x(]) —}—oTju(j) und :C(J‘H) — :C(j+ )—|-oqu(j)

aktualisiert werden kann. Zur Vereinfachung der im Folgenden verwendeten Notation
verdoppeln wir nun die Indizes im CGS-Algorithmus. Wir schreiben also

gy = (P30 7Oy 1 Ap(2) 70Dy, (3.4)

q(2j) — u(2j) _ @Ap@j)’ (3.5)

.’L‘(2j+1) = x(Qj) _|_a72ju(2j)’ (36)

2(2042) . 2.(27+1) +a—2.q(2j) (3.7)

r(212) = () _ qs A(u®) 4 @), (3.8)

Byj = (r2+2) 70)y /(p(20) 50y (3.9)
w(2912) . 7n(2a+2 + Bajq (24) (3.10)

P22 ., (2542) | 52j(q ) 4 szp( J)), (3.11)

Anschlielend definieren wir fiir jedes ungerade ¢ € N
u® = ¢ Y und a; = a1, (3.12)
sodass sich die m-te CGS-Iterierte mit (3.6) und (3.7) nun schreiben ldsst als
2 = M= 4 m (M) (3.13)
und das korrespondierende Residuum als
rm) = — Az = (=D _ g AumY), (3.14)

unabhéngig davon, ob m gerade oder ungerade ist.

Wir wollen diese CGS-Residuen im Folgenden jedoch verwenden, um die Iterierten eines
anderen Verfahrens herzuleiten, sodass diese Residuen (™) im Folgenden nicht mit der
von uns betrachteten Ndherungslosung korrespondieren werden. Um Verwechslungen zu
vermeiden, bezeichnen wir daher von nun an diese CGS-Residuen mit w(™ statt (™).
Wir erhalten mit (3.14) also insbesondere

w(m) — w(m—l) _ mAu(m_l) (315)
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Wenn wir annehmen, dass das CGS-Verfahren nicht vorzeitig abbricht, erhalten wir mit
diesen neuen Schreibweisen nun nach (3.3) und Satz 3.3

Km(A,r(O)) = span{v(l), ...,v(m)} = spcm{u(o), ...,u(mfl)} (3.16)
und auferdem, dass «ag, a1, ..., am—1 # 0 sind, sodass wir nun die Matrizen
Up = (wOu® W=Dy e Ccvm W, = (wOw® . ™) e crxm+l)
und die Bidiagonalmatrix

1/
~1/ag 1/aq

- _1/0471 1/a72 c (c(erl)Xm

_1/am72 1/am71
_l/am—l

definieren kénnen. Darauf basierend kénnen wir nun die folgende Aussage formulieren.
Satz 3.4 Sofern das CGS-Verfahren nicht vorzeitig abbricht, gilt
AUm = m—i—le-

Beweis. Dieser Beweis basiert auf [6, S.248-249].
Sei i € {1,...,m}. Dann gilt nach (3.15)

w® = =D _ g Ay D),

Damit folgt
. w(i_l) — w(z) A
AU e; = At = — — — = 'm+1Bmei.
-1

|

Wir nehmen auBerdem an, dass w(®, ..., w(™ # 0 sind und definieren darauf basierend
die invertierbare Diagonalmatrix
[|w @]
sl

Ay = c C(m+1)><(m+1)7

™|

die wir verwenden wollen, um die Spalten von W11 zu normieren.
Sei nun wieder z € (0 + K, (A, () beliebig. Dann existiert nach (3.16) ein y € C™
mit z = (9 4 U,,y. Damit erhalten wir nach Satz 3.4 und wegen w(®) = r(©)

b— Az =b— Az® — AUy = PO — Wm_HBmy = Wn+1ler — Bmy}
= W1 A A fer = By = W AL |17 Jer — Am+1BmZ/] (3.17)
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Definieren wir nun die Bidiagonalmatrix

Hy = (hij)icq1,.ms1yjett,m) = Amy1 By € COmFDxm,

so erhalten wir mit (3.17)

1= Azl = ||Won a8k [Ir@ller = ]| < [|[Wona Azl | [[1r @ ller = B
(3.18)
Nun konnen wir das Ziel des sogenannten TFQMR-Verfahrens (transpose-free quasi-

minimal residual method) formulieren:
Finde y(™) € C™ mit

1 ex = Fy™ || = mind|[11rOlex ~ Hrny|| |y € T (3.19)
und konstruiere die m-te TFQMR-Iterierte vermoge
2™ = 2O 4 Uy, (3.20)

Damit ist unsere A*-freie QMR-Variante nun definiert: Das TFQMR-Verfahren fiihrt wie
das QMR-Verfahren eine Quasi-Minimierung durch, verwendet allerdings fiir die Kon-
struktion der Krylow-Raum-Basen nun nicht mehr den Bi-Lanczos-Algorithmus, sondern
das CGS-Verfahren, welches keinen Zugriff auf A* erfordert.

Definition 3.5 (Quasi-Residuum) Im Folgenden bezeichnen wir
17 Ole; — Hypy™

als das m-te Quasi-Residuum des TFQMR-Verfahrens.

3.3 Das TFQMR-Verfahren

Um die m-te TFQMR-Iterierte ("™ zu konstruieren, wollen wir die Norm des Quasi-
HT(O)Hel—Hmy

QMR vor, indem wir geeignete Givens-Rotationen einfiithren, um die Bidiagonalmatrix

minimieren und gehen dafiir zunéchst wie bei GMRES und

Residuums ‘

1w | /a5
—||wW|/ag  |Jwh]|/ax

A = ~[w®|l/ax [Jw?||/az

([ V| /=2 [V /@
~[wt™ ||/

auf obere Dreiecksgestalt zu tiberfiihren.
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Wir setzen also wieder
Qo :=Lny1, co:=1, sg:=0,

und definieren fiir ¢ € {1, ..., m} zunéchst
ti o= Qi1 Qo H)ii.

Dann defnieren wir die i-te Givens-Rotation Q; € Cm+Dx(m+1) qyrch

i 1+ 1
1
1
. P ¥ h 1.4
Q= g Ci 5 Ci = ti §; 1= i
! 3 ! -t o VItil2+higi 2 VIt + it ]2
1+1 —8; C;
1

1
Auf diese Weise erhalten wir analog zum GMRES- und QMR-Verfahren vermoge

Qum = Q1.0 € CHDx(m+1)

eine unitdre Matrix, die H,, durch Multiplikation in eine obere Dreiecksmatrix

Rm = (Tij)ie{l,...,m—i—l},je{l,...,m} = me{m € C(m+1)><m

transformiert. Genauso erhalten wir durch Multiplikation der rechten Seite ||(?)||e; des
linearen Gleichungssystems H,,y = ||r(?)||e; mit Q,, wieder den vollbesetzten Vektor

g(m) — Qm||7“(0)||61 e ¢(m+1),
Notation 3.6 Im Folgenden definieren wir:

e R,, € C™™ gls die Matriz Ry, ohne dessen letzte Zeile,

e g™ e C™ als den Vektor g™ ohne dessen letzte Komponente gf,ﬁ)l,

® Ym+1 = gy(nn:elv
9O = (|IrO) € C'ym = ||rOY],
[ ] QO = Il 6(C1X1.

Wie zuvor gilt nun

g(m—l) g(m—l) g(m—l)
Q(m) =Qpy < 0 ) =Qpy Tm = CmYm !
0 —SmTm

14 interpretieren wir hierbei als nichts.
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und somit insbesondere

(m—1)
(m) _ (9 - _
g (Cm’7m> y Ym+1 SmYm- (3-21)

Um unsere m-te TFQMR-Iterierte (™ = 2 4+ U,,y™ mit (3.19) zu konstruieren,
konnten wir nun also analog zum QMR-Verfahren vorgehen. Stattdessen wollen wir nun
jedoch eine praktische, rekursive Darstellung von 2(™) herleiten.

Hierzu bemerken wir zunéchst, dass fiir alle i € {1,...,m} wegen ||w;|| # 0 ebenfalls

hit1,; # 0 ist und somit
(Rm)ii = \/Itil? + [hiy14*> > 0

gilt. Die obere Dreiecksmatrix R,, ist also regulir und fiir unser ¢ mit (3.19) folgt
ebenso wie bei dem GMRES- und dem QMR-Verfahren

y™m = R1g(m), (3.22)

Bezeichnen wir im Folgenden die m-te CGS-Iterierte mit 2™ € z(0 4+ K,,(A, ), so
liefert (3.13) auBlerdem die Darstellung

#m =20 4 g, 5m (3.23)
mit
g™ .= (ag, ar, ...,m=1)" € C™. (3.24)

Weiter definieren wir H,, € C™*™ als die Matrix ﬁm ohne dessen letzte Zeile, womit
folglich
Hy g™ = [Jw@[e; = |[rV]]ey (3.25)

gilt.
Damit kénnen wir nun eine alternative Darstellung fiir (™) formulieren.

Satz 3.7 Fiir die m-te TFQMR-Iterierte 2™ und die m-te CGS-Iterierte &™) gilt

M) = pm=1) | Icm\Q(;%(m) _ x(m—l)).

Auflerdem ist ¢, # 0. Fiir m > 2 gilt zudem

R,,i™ = <g(m11) > '
Cm " Ym
Beweis. Dieser Beweis basiert auf den Beweisen von Satz 4.101 und 4.102 aus [5, S.215-

218].
Unter Verwendung von (3.22) und (3.24) erhalten wir durch direktes Nachrechnen

_ laol [[w @] @~ |

i — &g, o = ’ |
T A VO 1 w2 Y T @ P+ w2
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Wegen u(®) = (0 = (%) gilt nach (3.20) und (3.23) also
0 =20 4 7§ = 20 4 5040 = 70 4 75O

0)12
2V — 2O 1y — 0 4 00 — g ]

(0)
@2+ 2"

und damit
w2
[wO 2 + [Jw®] 2

1)

2O 4 e PED = 29y = 2O 4 |¢ Pagr® = 2O 4 aor® = (.

Die Behauptung ist also fiir den Fall m = 1 erfiillt. Im Folgenden sei daher m > 2
angenommen. Es gilt

Im—l
D _ Ry, _ Qm-1Hm _ _ Qm-1Hpm
Fm = < 0 ) = {bm <0...0 hmﬂ’m) - m Fm <0...0 hmﬂ,m) !

—Sm Cm
also
_ Im—l Qm—le
R () (Gt ). (320
Wegen

- |tm‘2tm + tm’hm+1,m|2

(Qm—le)mm = ZL/m — |t |2 n |h T |2 = ’Cm‘th + Cmsmhm-l—l,m
m m+1,m

und weil Q,—1H,, € C™*™ eine obere Dreiecksmatrix ist, folgt also mit (3.26)

Imfl _ Imfl mele _
( cm> Fn = ( lem|? cmsm> (0...0 hm+1,m> = Om—1Hm. (3.27)

Da die untere Dreiecksmatrix H,, wegen ||w®|| # 0Vi € {0, ..., m} regulér ist und Q,, 1
I

Cm

Wegen (3.25) gilt auBerdem 5™ = ||r(O)||H, - e;. Damit folgt

unitér ist, muss auch Q,,_1H,, = Ry, reguldr sein. Damit ist ¢, # 0.

3 = Hyp [IrOller = Hy' Q1 Qe Ir@ller = (Quet Hin) 7Y

(3.27) I =1 e 1 (I N
D [( Y] e ()

B Im— (m—1) B (m—1)
—mt (" ) () = ()
m Ym Cm "Tm

(m—1)
(3:22) Rl (Rm_1_y1 > . (3.28)

m
Cm "Ym
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Wegen R, = (Rm_l . * ) folgt damit

y( )(322) R_ (m) (3:21) pl g(m_l) (322) R-1 Rmfly(m_l)
m CmYm m CmYm

_ p—1 . 2 Rm—ly(mil) 2 Rm—ly(mil)

= Rt (0= fenf?) (Pt e (P
(m-1) Ry, 1ym=D

_ p-1 _ 2 Yy 2 m—1Y

R e G R = i

(m—1) R (m—1)
— (1 — 2y (Y 2p—1 m—1Y
==l (V) lenP R (P
(m—1)

2 (1 - JemP?) <y 0 )+|cmr2g<m> (3.29)

Also gilt fiir die m-te TFQMR-Iterierte
(m—1)
o) 2 40 4, 250 10, (1= en) (V) e
2y,..(0) 2, (0) m—1) 2~
= (1= [enf32® + [enf?a +Um[1—rcm| (5 7) + len]

= (1— |em]?) <0>+Um (y ) + lem)? (2@ + U, g™)

(323) (1_‘Cm|2) m—1) +‘C |2 (m) _ (m 1)—|—|C ’ ( x(mfl))'

|

Die m-te Tterierte (™ des TFQMR-Verfahrens steht zu der m-ten Iterierten #(™ des
CGS-Verfahrens also in einer engen Beziehung, welche wir nun verwenden kénnen, um

eine rekursive Darstellung fiir (™ herzuleiten. Wir definieren
1

a0 ()
Gm—1

—zm=y 40 .=,

M, 1= |cm\2m, o := 0.
— g(m— 1)) (a:(m) — m(m_l)) gilt, erhalten wir somit

Da wegen Satz 3.7 gerade (™)

e
(m=1) | [Cm] amfl(i,(m) — g(m=1))
Um—1

2D 4 glm) g

27
me) | |em[ Gt oy m=1)y Z pom).

|Cm‘2am—1

Unser nichstes Ziel besteht nun darin, eine rekursive Darstellung fiir d™ zu finden
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Satz 3.8 FEs gilt:

_ L= |em—1*)m-1 (m_
4m) — ym=1) m g1
“ ‘Cm—1|2am—1

Beweis. Dieser Beweis basiert auf [6, S.250].
Es ist nach (3.23) und (3.24) () = 20 1+ agu(®, also folgt wegen d(®) =0
2
a0 = L G0 Z 50y 2 Lm0 =y — 0 L= lc0lDm o)
@ a |col*a0

Die Behauptung gilt also fiir den Fall m = 1. Im Folgenden sei also angenommen, dass
m > 2 ist. Nach (3.13) bzw. (3.23) und (3.24) gilt 2™ = ("D 4 @, 7u(™1. Also
folgt mit der Definition von d(™

1
am = — _l(j@n) _ pm=D)
- - L (5m) _ m=1) 4 zlm=1) _ j(m=1)y
m—1
- - L (a1 4 gm=1) _ gm=1)y
m—1
_ ) L g pmen)y
Qm—1
_ -y L mey o) m2) | (m—2)
u + (z x x +z )
Gm—1
_ym) b sty me2) _pme1) _ (m2)
Gm—1
ST o) g L () g0n2) 2[00 g2
m—1

2
_ ym=n) ¢ Lo lemotl® ey me)y
Qm—1

AufBerdem gilt mit der Definition von d™~1 und n,,_,

(1- |Cm—1’2)77m—1 dm=1) — (1— ’Cm—l‘Q)‘Cm—1|204m—2 1 (j»(m_l) _ :E(m_Q))
’Cm—l‘Zam—l |Cm—1|2am—1 Am—2

_1- |Cm*1|2(j(m—1) _

Qm—1

m—2))'

Mit Hilfe von Satz 3.7 kénnen wir aulerdem das folgende Hilfsresultat beweisen.

Satz 3.9 Fiir das m-te CGS-Residuum w™ =b— Az(™) gilt:

‘|Sm‘

[wt™]| = |ym :
|cm|
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Beweis. Dieser Beweis basiert auf dem Beweis von Satz 4.101 aus [5, S.2153-217].
Durch direktes Nachrechnen erhalten wir

_ ool [Jw ] _ ool [[w®]]

a0 O+ w®E 7 @ O]+ [[wD]E

Damit folgt sofort wegen 7(?) = w(® und ~; = [|r(©)]|

2
IO

12
w
|Cl|2 || || _”,r,(0)||2

1)])2
oy = I e = Il

12—

Die Behauptung ist also fiir den Fall m = 1 erfiillt. Daher nehmen wir im Folgenden an,
dass m > 2 ist. Wie in (3.25) bereits eingesehen, gilt H,,§™ = ||r(0)||e;. Also folgt

11 @tler = Hg™|| = | 0, s 0, ™I || = o™

Mit Satz 3.7 gilt also

. 2 . 2 . 2
12 = [[lir@ller = B ™||" = || @ [lIrller = Hng™ || = |3 = R ™|
(m—1) 2 (m—1) (m—1) 2
(3.21) g ng](m) Satz 3.7 g i_l
= CmTm - 0 = CmTm — | m Tm
—SmYm —SmYm 0

= "Ym(cm —@_1”2 + |- Sm'Ym‘Q = "Ym|2(|cm _@_”2 + |5m‘2)'
AuBlerdem gilt
lem =@ ' P = (em —Cm )em —Cm ) = (m — e ) (@m — ) = leml? = 1= 1+ |, ?
= ‘Cm|2 + |Cm‘_2 - 2.

(3.30)

Wegen |c,,]? + |sm|? = 1 folgt also

. (3.30) - -
Nl *(lem = Em P+ lsml?) "= bl (leml* + leml ™2 = 2+ sm[*) = [ym[*(lem] 72 = 1)
2

1 1 |C ’2 ]. — |C ‘2 ‘8 ’
2 2 m 2 m 219m
= | ( 1) = [Tm (7 - 7) = 1Tm (7) = 1Tm :
’ m‘ |Cm‘2 ’ ‘ ’Cm|2 |Cm’2 ’ ‘ |Cm‘2 ’ | |Cm|2

|

Wir definieren nun die Norm des aktuellen Quasi-Residuums des TFQMR-Verfahrens
durch )
T 1= HHr(O)Hel — Hypy™

= O
Darauf basierend definieren wir auflerdem die Hilfsgrofie

Rl

Tm—1

Hm: y 90:20.
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Lemma 3.10 Es gilt:

Tm = Tm—10m|Cm]|.

Beweis. Dieser Beweis basiert auf dem Beweis von Satz 4.101 aus [5, S.213-217].
Mit der gleichen Argumentation wie bei dem GMRES-Verfahren und dem QMR-Verfahren
gilt gerade

Tm = [Ym+1| und 71 = |yml-

Damit folgt direkt mit Satz 3.9 und (3.21)

Satz 3.9 |Jw (™|

Tm = |’7m+1| = | - Sm’Ym‘ = |5m”’7m| = |Sm‘7—m71 ‘ | |Cm’7—mfl = 9m|cm|7'm71-
m
]
Lemma 3.11 Es gilt:
1 — |cp|? 1
O = ’67;| - 7 1
|Cm] [
Beweis. Dieser Beweis basiert auf dem Beweis von Satz 7.18 aus [4, S.293-296].
Wir verwenden erneut Satz 3.9 und die Identitét 7,,—1 = |Vy»| und erhalten
g2 02 saiss Pl sl _ 1=lenl® _ 1
" 7—31—1 |cm|?|Ym|? |cm]? |em? |em?
a

Mit dieser Hilfsaussage kénnen wir nun neue Darstellungen von |¢,,,| und d™) gewinnen.
Lemma 3.11 1

¢ T s
T VR

2
d(m) Saté3.8 u(m_l) n 1-— ’Cm_21‘ TIm—1 d(m_l) Lemrxg 3.11 u(m_l) + 921_1 Tim—1 d(m_l).
lcm—1*  Qm1 Am—1

Wir fassen nun die bisher gewonnenen Darstellungen fiir die Aktualisierungen der benétigten
Skalare und Vektoren zusammen.

Bemerkung 3.12 (Rekursionsformeln) Wir haben bisher gezeigt:

o 2™ = g(m=1) 4 p () ¢ o — |e, 2Tt @ ™ = um=1) 4 ggn_lZm—l d(m=1)
m—1
1 ™))

— e,
V02 +1 * Tm—1

° w(m) — w(m_l) — mAu(m_l)

i |Cm| = ® Tm = 7'mflem|cm‘

(m-1) (m—1) (m-1) ,,(m-1)

Sofern uns x s NMm—1,d s Tm—1,0m_1,w ,ul und oy,_1 zur Verfigung
stehen, kénnen wir also w(™,6,,, |cm],7'm,7]m,d(m) und damit insbesondere die m-te
TFQMR-Niherungslosung (™ berechnen.
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Fiir eine vollstindige, rekursive Konstruktion von (™ miissen wir also zu guter Letzt
noch diskutieren, wie ay, und (™ berechnet werden kénnen.

Dazu verwenden wir erneut die Darstellungen (3.4) - (3.12) fiir die Skalare und Vektoren
des CGS-Algorithmus. Fiir j € Ny definieren wir den Hilfsvektor

) = Ap2D),
Dann gilt wegen p(© = 4 gerade v(¥ = Ap(® = Ay und fiir j > 1 erhalten wir

) = 4p@) CLY 4020 | BT 4q%) 4 By A,
also wegen u(2~1) = ¢(2/=2) nach (3.12)
029 — Aq,(29) —i-m(/lu(?j*l) + mv@j*”).
Weiter folgt nun mit (3.5), (3.10) und (3.12) fiir j € Ny

W) — 2) — 3 29) _ gy (23),

Damit erhalten wir nun insgesamt folgende Berechnungsvorschrift fiir «(™:

(m) wm=1 _ q——p(m=1) ,falls m ungerade
u\"™ = -
w™ + B, oum=1) ,falls m gerade

mit u(9 = p® = ¢ ynd v = Ay,
Dabei berechnen wir f,,_» wie zuvor in (3.9) wegen 7 = 7(©) mittels

0)

AuBerdem kénnen wir o, nach (3.4) und (3.12) wegen 7#(*) = 7(9) nun vermoge

- {(w(m),r(0)>/<v(m),r(o)) , falls m gerade (3.31)

Qp—1 ,falls m ungerade

mit ag = (1, 70) /(v 1)) berechnen.
Damit steht uns nun alles zur Verfiigung, um den TFQMR-Algorithmus zu formulieren.
Fiir das Abbruchkriterium wahlen wir wie bei dem QMR-Verfahren auch eine Fehler-
schranke € € Ry und brechen ab, sobald die relative Quasi-Residuennorm diese unter-
schreitet, d.h sobald

Tm _ [+l

= <e
o O

ist.
Da ¢, nicht direkt fiir den Algorithmus bendtigt wird, sondern lediglich dessen Betrag
|em |, schreiben wir im Algorithmus ¢y, fiir |cp,|.
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Damit haben wir unser Ziel erreicht: Genau wie bei dem QMR-Algorithmus sind auch
bei dem TFQMR-Algorithmus sowohl der Speicherbedarf als auch der pro Schritt erfor-
derliche Rechenaufwand unabhéngig von der Anzahl der durchgefiihrten Iterationen und
da Au(™ in einem Hilfsvektor gespeichert werden kann, ist die einzige Matrix-Vektor-
Multiplikation, die in einem TFQMR-Schritt bendtigt wird, eine Multiplikation mit A.
Wir haben also eine Variante des QMR-Verfahrens konstruiert, die ohne Zugriff auf die
Adjungierte A* auskommt.

Algorithmus 3.13 (TFQMR)

1: 7O b — Az (@)  7(0); 440 p(0); 4(0) — Ay ©); 7O 0,
2: 0o < 0370 < 0370  [|PO]; po = (O, 1) g« po/ (W, rO));
3: m <+ 0;

4: while 7,,, > 19e do

5: m < m+1;

6: w™ — w1 — G 7 AumD;

7- dm) o (m=1) 1 ggn_l(nm_l/m)d(m—l);

8: O || ™)|| /1

9: em < 1/4/02, + 1,

10: Tm 4 Tm—10mcm;

1 T GO

122 2 gtm=D L qm);

13: if m ungerade then

14: A, < Qpp—1;5

15: u(m) g (m=1) _ mqj(m_l);

16: end if

17: if m gerade then

18: pm — (w™ )

19: Bm—2 Pm/mez;
20: uw™ — ™ 4 3 "oy m=1).
21: o™ — Aul™ 4 B, o (Aum=) 4 B, p0(m=2);
22: U 4 P/ (0™, (O

23: end if
24: end while

3.4 Breakdown des TFQMR-Verfahrens

Fiir die Durchfithrung des m-ten Schrittes des TFQMR-Verfahrens haben wir bisher vor-
ausgesetzt, dass der CGS-Algorithmus nicht vor der Berechnung der bendtigten Skalare
und Vektoren abbricht, sodass ag, ..., am—1 7# 0 sind. Aulerdem haben wir vorausgesetzt,
dass w(@, ..., w(™ = 0 sind.
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Wir untersuchen nun zunichst den Fall, dass das aktuelle CGS-Residuum w(™) gleich
0 ist, wiahrend alle anderen Voraussetzungen weiterhin erfiillt sind. Dann kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, dass w©, ..., w1 £ 0 gilt, sodass die Matrix

[l ]

|w ]
A, = ) e cmxm

[[wl=D]|

invertierbar ist.
AuBlerdem definieren wir nun B, € C™*™ als die Matrix B,, ohne dessen letzte Zeile
und

W := (wQw® w1y e crm,

Damit erhalten wir wegen w(™) = 0 nun sowohl

Wins1Bm = (Wm0) B, = Wi B,

Hm T _ > 2 Am > I AmBm
(%) = = A= (M) 8= ().

Fiir ein beliebiges z = z(9) 4+ U,y € 20 + K,,,(4,7(©) gilt also wegen () = (%)

als auch

b— Az =b— Az — AU,y Satz 34 . (0) Wins1Bmy = % — W, By
= Winler — Byl = WinAZ Aler — Byl = Wi Al [HT(O)Hel - AmBmy]
= W 11O ler = Hay|  (3.32)
und damit

16 = Aal| = | |[Wanls [l Oller = Hag] || < [ Wl {17 @ller = Hng |

Wegen H,, = <I{)m) gilt auerdem fiir alle y € C™ gerade

I

1@ er = Bny|| = ||117Oller = Hny

also folgt fiir die m-te TFQMR-Iterierte (™ = 20 + U,,,y(™) mit
min{HHr(O)Hel - ﬁmyH |y e (Cm} = H||7“(O>Hel — ﬁmy(m)H =T
somit
16— Azl < || WA || ]I ller = Hony™ |

- HWmA;}H HHT(O)Hel - ﬁmyW)H - HWmA’lHTm. (3.33)

m
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Wegen w®, ..., w™=1 £ 0 ist die untere Dreiecksmatrix

1w )| /o
—|wW|/ag  |Jwh]|/ax
Hy = ~[w®?|l/az [Jw?||/az

~[wt™D||/am=s (V]| /e

auflerdem weiterhin regular. Damit ist auch die obere Dreiecksmatrix Q,,,—1H,, regulér
und somit ¢, = (Qm—1Hm)mm # 0. Damit ist auch R,, wegen

(R = [l 2+ 102 = v/ a2 =[] > 0

reguldr. Da H,,, und R, also auch in diesem Fall invertierbar sind, gelten Satz 3.7, Satz
3.8, Satz 3.9, Lemma 3.10, Lemma, 3.11 und die daraus resultierenden Rekursionsformeln
mit analoger Beweisfithrung weiterhin. Insbesondere haben wir wegen

(m)
™

Tm—1

m

mit Lemma 3.10 also
T = Tm—10m|cm| = 0.
Damit folgt nun mit (3.33)
b= Az(™|| < [[Wi Ay 7 = 0.
Die m-te TFQMR-Nzherungslosung (™) ist also die exakte Losung. Wir halten fest:

Satz 3.14 (Lucky Breakdown) Angenommen, der CGS-Algorithmus breche nicht vor-
zeitig ab. Ist w™ =0, so ist die m-te TFQMR-Iterierte "™ die exakte Lésung.

Gilt hingegen ay,—1 = 0 , so ist der m-te Schritt des TFQMR-Verfahrens gar nicht
durchfiihrbar. Falls m — 1 ungerade ist, gilt nach (3.31) ay,—1 = Qunu—2, sodass wir uns
im Folgenden auf den Fall, dass m — 1 gerade ist, beschrdnken kénnen. Dann gilt ebenso
nach (3.31)

0= apm_1 = (W™ Oy /(M= 20y — (=1 700y = ¢,

Es gilt (w1 r0) = 0 unter anderem dann, wenn w1 = 0 ist. Dieser Fall ist
jedoch vollig unproblematisch:

Falls m — 1 = 0 ist, ist unser Startresiduum r(© = w(® bereits 0, sodass unser Start-
vektor z(®) bereits die exakte Losung ist und das TFQMR-Verfahren bereits vor der
Durchfiihrung des 1. Schrittes abbricht. Gilt hingegen m — 1 > 1, so folgt mit Satz 3.14,
dass die zuletzt berechnete Niherungslosung z(" 1) bereits die exakte Losung ist.
Falls w(™~1 = 0 ist, liegt also ein Lucky Breakdown vor. Natiirlich kann es aber auch vor-
kommen, dass (w1 7)) = 0 und w™=Y £ 0 gilt. In diesem Fall lisst sich leider kei-
ne vergleichbare Aussage iiber die Genauigkeit der aktuellen N&herungslosungen treffen
und der m-te TFQMR-Schritt ldsst sich dennoch nicht durchfiihren, sodass ein Serious
Breakdown entsteht. Genauso verhilt es sich, falls a1 = (w1 70 /(y(m=1) 5(0))
wegen (v(m=1 r(0)) = 0 nicht berechnet werden kann.
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3.5 Konvergenzeigenschaften des TFQMR-Verfahrens

Im Folgenden nehmen wir wieder an, dass das CGS-Verfahren nicht vor der Konstruk-
tion der im m-ten TFQMR-Schritt bendtigten Skalare und Vektoren abbricht bzw.
0, -y m—1 # 0 sind und dass w©, ..., w(™ £ 0 sind.

Lemma 3.15 Fiir das m-te TFQMR-Residuum r™ = b — Az(™) gt
||r(m)|| <vVm+1 1, =vVm+1 [s152...8m] ]|r(0)||.

Beweis. Dieser Beweis ist eine Kombination der Beweise von Satz 2.14 und Satz 2.15.
Nach der Definition von A,,+1 und W41 sind die Spalten von Wm+1A;11+1 normiert.
Analog zu Satz 2.15 gilt also

Wt Al < Vi + 1.
AuBerdem gilt nach (3.18) fiir z(™) = 2(©) 4 U,
1o = Az < [ Wansa k|| |1 @ller = g™ || = |[Wns 1Ak ]| 7
Damit folgt also insgesamt

16— Az™)|| < Vm +1 7.

Weiter gilt nach (3.21) fiir alle i € {1,...,m} gerade vi41 = —s;7;. Wegen v1 = ||r(]|
folgt damit

T = [Ymet] = [(=1)"5159...5m71| = |s152-.5m| |7 O] | = |s152.--5m] [[F V.
O

Kombinieren wir (3.2) mit den durch die Verdopplung der Indizes gewihlten Schreib-
weisen (3.5),(3.10) und (3.12), so bemerken wir, dass fiir alle ¢ € {0, ...,m} ein Polynom
s; des Grades i existiert, welches folgende Bedingung erfiillt:

ul® = 5;(A)r®.
Da fiir alle i € {1, ..., m} nach (3.15) wiederum
w® = =D _ G Ay

und w©@ = 7O = 40 gilt, folgt selbiges induktiv damit auch fiir w(©@, ..., w™ Wir
konnen also analog zu Satz 3.3 folgendes festhalten:

Lemma 3.16 FEs gilt
K1 (A, 7O = span{w®, ..., w(™}.

Insbesondere ist {w(©), ..., w(™} eine Basis von Ky, 1(A, 7)), falls dim (K, 1(A, 7)) =
m+ 1 ist.
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Solange wir die Krylow-Rdume noch nicht ausgeschopft haben, d.h solange m + 1 < my
ist, sind w©, ..., w(™ also linear unabhingig.

Damit kénnen wir nun vollig analog zum QMR-Verfahren die Normen der TFQMR-
Residuen mit den Normen der GMRES-Residuen vergleichen.

Satz 3.17 Seien :U(Tm) die m-te Niherungslosung des TFQMR-Verfahrens und ZL'(Gm) die
m-te Niherungslosung des GMRES- Verfahrens. Solange w(®, ..., w(™ linear unabhdingig
sind, gilt:

1o = Azl < AW k) [1b = A

Beweis. Dieser Beweis ist eine Abwandlung des Beweises von Satz 2.17.

Man ersetze im Beweis von Satz 2.17 xgn) durch ar(Tm), T(E?m) durch T(Tm), V1, ..., Um1 durch

(0) (m) -1 r ]
w w
@] Tl V41 durch Wm_i_lAmJrl und T}, durch H,,.
O
TFQMR-Residuenverlauf
10! ; T T T T T T b
i rel. Residuum | [r™)][|/]]r@] | ]
10 rel. Quasi-Residuum /| [r©)] | 4
10t f .
102 F ]
102 F ]
104 £ ]
105 F 7
106 F ]
107 F ]
108k . I L L L ! !
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Iteration m

Wie wir in Satz 3.7 nachgewiesen haben, hingen die TFQMR-N&herungslosungen eng
mit den Iterierten des CGS-Verfahrens zusammen. Das TFQMR-Verfahren kombiniert
also das stark oszillierende Verhalten des CGS-Verfahrens mit dem Gléttungseffekt, der
durch die Quasi-Minimierung entsteht. Der resultierende Residuenverlauf weist daher
lange Stagnationsphasen auf, stets gefolgt von einem rasanten Abstieg.

Auffillig ist auflerdem, dass das TFQMR-Verfahren zum Erreichen des von uns gewéahlten
Abbruchkriteriums wesentlich mehr Iterationsschritte ausfiihrt als das QMR-Verfahren
und etwa doppelt so viele Schritte wie das CGS-Verfahren. Dies ist allerdings schlicht
darauf zuriickzufithren, dass wir fiir die Konstruktion des TFQMR-Verfahrens die ur-
spriinglichen CGS-Schritte jeweils in zwei Schritte aufgeteilt haben. Eine TFQMR-
Iteration entspricht in dieser Hinsicht sozusagen einem halben CGS-Schritt. Dafiir er-
fordert ein Schritt des TFQMR-Verfahrens im Gegensatz zu QMR und CGS nicht zwei,
sondern lediglich eine aufwéindige Matrix-Vektor-Multiplikation.
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4 Fazit

Residuenverlauf von GMRES, QMR und TFQMR

—
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Hrm 171 r0))
e
=
o
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"

100 F
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Das QMR-Verfahren liefert im Vergleich zum GMRES-Verfahren durchaus zufrieden-
stellende Ergebnisse. Wird eine Normierung der benéttigten Basisvektoren vorgenommen,
konnen die durch die Quasi-Minimierung entstehenden Oszillationen im Residuenverlauf
eingeschrinkt werden, sodass trotz Verzicht auf Orthonormalbasen ein verhéltnismafig
glatter Verlauf entsteht. In unserem Modellproblem erreicht das QMR-Verfahren dabei
eine sehr dhnliche Genauigkeit wie das GMRES-Verfahren und benétigt dabei nur we-
nige Iterationen mehr. Das QMR- Verfahren liefert also offenbar qualitativ &hnlich gute
Resultate wie das GMRES-Verfahren. Problematisch ist neben dem moglichen Serious
Breakdown vor allem, dass in jeder Iteration neben einer Matrix-Vektor-Multiplikation
mit A auch eine solche mit A* durchgefiihrt werden muss.

Das TFQMR-Verfahren erfordert je Iteration wie GMRES hingegen nur eine Multi-
plikation mit A und erreicht bis zum Abbruch ebenfalls das Genauigkeitsniveau von
GMRES. Hierfiir werden allerdings deutlich mehr Iterationen und somit auch mehr
Matrix-Vektor-Multiplikationen benétigt. Auflerdem erbt das TFQMR-Verfahren von

Tabelle 4.1: Ergebnisse der Verfahren nach Erreichen des Abbruchkriteriums

Iterationen bis zum Abbruch | relative Residuennorm
GMRES 96 9.86549 - 10~ 7
QMR (normiert) 102 7.82374-1077
TFQMR 149 3.52758 - 10~ 7
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dem CGS-Verfahren mehrere Szenarien fiir einen Serious Breakdown und einen ziemlich
unvorteilhaften Residuenverlauf mit langen Stagnationsphasen.

Dieses Problem kann vermindert werden, indem statt dem CGS-Verfahren das soge-
nannte BiCGSTAB- Verfahren (BiCG stabilized) verwendet wird. Hierbei handelt es sich
um eine Variante des CGS-Verfahrens, die einen wesentlich glatteren Residuenverlauf
aufweist, siehe [5, S.204-210]. Auf Grundlage des BiICGSTAB-Verfahrens kann auf sehr
ghnliche Weise wie bei dem TFQMR-Verfahren das QMRCGSTA B-Verfahren hergeleitet
werden, siehe [5, S.219-222].

Trotz jener Nachteile haben sowohl das QMR-Verfahren als auch das TFQMR-Verfahren
dem GMRES-Verfahren wie erhofft zwei entscheidende Vorteile voraus: Der Rechenau-
wand ist in jeder Iteration gleich und der Speicherbedarf wichst nicht mit der Anzahl
der Iterationen. Wihrend ersteres aufgrund der zusétzlich anfallenden Matrix-Vektor-
Multiplikationen in erster Linie fiir Gleichungssysteme mit schwach besetzten Matrizen
interessant sein diirfte, ist letzteres in jedem Fall die Losung fiir ein wesentliches Problem
des GMRES-Verfahrens bei grofien Problemdimensionen. Damit sind beide Verfahren
durchaus eine sinnvolle Alternative fiir die Behandlung grofier Gleichungssysteme.
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