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I. DAS LEBESGUESCHE INTEGRAL

1 Einfithrung

Das Ziel dieses ersten Teils der Vorlesung ist es, die Integrationstheorie, welche bis-
her nur fiir Funktionen einer Verdnderlichen entwickelt worden ist, auf Funktionen
in mehreren Verdnderlichen auszudehnen. Ferner soll selbst im 1-dimensionalen Fall
die Klasse der ,integrierbaren* Funktionen erheblich vergrofiert werden. In der Ana-
lysis II wurde das Riemannsche Integral behandelt, zumindest fiir die Klasse der
sogenannten Regelfunktionen (je nach Zugang).

Der Riemannsche Integralbegriff hat sich jedoch in mancherlei Hinsicht als unbefrie-
digend herausgestellt.

Der eine Grund dafiir liegt darin, dass es diverse Funktionen gibt, denen man auf
sinnvolle Weise ein Integral zuordnen sollte, welche jedoch nicht Riemannsch inte-
grierbar sind.

Ein Beispiel dafiir ist die Dirichlet-Funktion ¢ : [0,1] — R,

(2) = 1, falls x rational,
¥ " 10, falls z irrational.

Diese ist nicht Riemannsch integrierbar, obwohl es gute Griinde gibt, ihr das Integral
0 zuzuordnen (vgl. Aufgabe 1.1). Beachte dazu, dass ¢ die charakteristische Funktion
¢ = 14 der Menge A := [0,1]NQ ist, der man nach Aufgabe 1.1 sinnvollerweise den
1-dimensionalen Inhalt 0 zuordnen wiirde.

Dieses Beispiel zeigt zudem eine weitere fundamentale Fragestellung auf:

Kann man beliebigen Teilmengen von R (oder allgemeiner des R™) auf sinnvolle
Weise einen 1-dimensionalen (oder allgemeiner einen n-dimensionalen) Inhalt (oft
auch n-dimensionales Volumen genannt) zuordnen, d.h. den Inhalt ,,messen® 7

Z.B. hitte das Intervall I := [a,b] den 1-dimensionalen Inhalt vy () := (b — a) (dies
ist gerade die Lénge |I| des Intervalls), allgemeiner hétte ein Quader @ = [a, by] X
-+ X [ay, by] im R™ das n-dimensionale Volumen v,,(Q) := (by —aq) ... (b, —ay,), und
der Menge A :=[0,1] N Q aus obigem Beispiel wiirde man nach Aufgabe 1.2 gerne
den 1-dimensionalen Inhalt v;(A) := 0 zuweisen.

Diese Frage fiihrt in das Gebiet der Maf3theorie, die sich, grob gesagt, mit dem
»Messen“ von Mengen beschéftigt (s. z.B. [R]). Nun hdangen Maf und Integral an-
schaulich sehr eng zusammen:

Ist M eine Teilmenge von R (oder allgemeiner des R™), so sollte der 1-dimensionale
Inhalt v (M) (bzw. allgemeiner das n-dimensionale Volumen v, (M) ) von M gleich
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dem Integral der charakteristischen Funktion von M sein (vorausgesetzt, dieses In-
tegral existiert!), d.h. folgende Formel sollte in einer gescheiten Integrationstheorie
gelten:

v (M) = /]IM(x) dz. (1.1)

Wir werden daher i.W. [K] folgen und zunéichst den Integralbegriff ausdehnen auf
den des Lebesgueschen Integrals, und anschlieflend die Identitéat (1.1) zur Definition
des Inhaltes oder Mafes v, (M) heranziehen. Wie wir allerdings sehen werden, ist es
nicht moglich, beliebigen Teilmengen des R™ auf sinnvolle Weise ein n-dimensionales
Volumen zuzuweisen, sondern nur den , Lebesgue-messbaren® Mengen. Mengen, die
nicht messbar sind, sind allerdings nur schwer zu finden (mit Hilfe des Auswahl-
axioms!) .

In der abstrakten Mafitheorie geht man in der Regel einen anderen Weg, und definiert
zunichst das Mafl geeigneter ,,messbarer“ Mengen, und definiert damit im Anschluss
das Integral (vgl. hierzu die Bemerkung im Anschluss an Theorem 11.7). Dieser
Zugang ist allerdings zeitaufwéndiger.

Ein weiterer, struktureller Grund fiir die Ausdehnung des Integralbegriffs ist der
folgende: Ist f : [a,b] — C Riemannsch integrierbar, so konnen wir in Analogie zur
¢*-Norm setzen

11l = / \F(a)\d.

Man zeigt sofort, dass || - ||; eine Halbnorm auf dem Vektorraum R = Ry, aller
Riemannsch integrierbaren Funktion auf [a, 0] ist, d.h. es gilt

1Al =0, Al = ALl 1+ glle < DA+ gl
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fir alle f,g € R und A € C (]| - ||; ist allerdings keine Norm, denn ist z.B. f(z) =1
fir 2 = aund f(z) =0 fir v # a, dann ist f € R, f # 0, jedoch || |1 = 0).

Der Vektorraumaum R, versechen mit dieser Halbnorm || - ||;, ist jedoch nicht
vollstandig.

Beispiel. Fiir £ > 1 sei fj : [0,1] — R definiert durch
ful@) = {w‘”?a v > 1/k,

0, sonst.
Da f; stiickweise stetig ist, liegt fp in R = Ryo1). Ferner ist {fi}x bzgl. | - |1
eine Cauchy-Folge, d.h. zu jedem € > 0 gibt es ein kg so, dass fiir k,¢ > kg stets
| fi — felli < e ist. Gébe es nun ein f € R mit klim |f — fellh = 0, so misste

gelten: f(z) = 2712 + r(z), z €)0,1], wobei r|js) fiir jedes § > 0 eine Riemannsch
integrierbare Funktion ist mit | 61 |r(z)|dz = 0. Nach Aufgabe 1.3 ist dann aber die
Menge {x €]0, 1] : |r(x)| < 1} dicht in [0, 1]. Insbesondere gibt es also eine Nullfolge
{z;}; in ]0,1] mit |r(z;)[ < 1. Andererseits gilt :c;m — 00, und folglich miisste f
unbeschriankt sein. Da Riemannsch integrierbare Funktionen beschrénkt sind, fiihrt
dies zum Widerspruch.

Nachdem bereits eine Vielzahl verschiedener Verallgemeinerungen des Riemannschen
Integralbegriffs aufgestellt worden waren, gelang es H. Lebesgue (1875—1941) um
die vorletzte Jahrhundertwende einen Integralbegriff einzufiithren, welcher all diese
Probleme behebt und zu einer leistungsfihigen Integrationstheorie gefiihrt hat.

Es sollte noch erwidhnt werden, dass inzwischen eine Reihe recht unterschiedlicher
Zugénge zum Lebesgueschen Integral entdeckt worden sind, welche jedoch allesamt
aquivalent sind.

Bei dem von uns gewéhlten Zugang werden wir fiir beliebige Funktionen f auf dem
R" deren ,, L'-Halbnorm || f||;“ definieren. Der Raum der integrierbaren Funktionen
wird dann der Abschluss (also eine , konkrete* Vervollstindigung) des Raumes aller
Treppenfunktionen bzgl. dieser Halbnorm sein.

2 Integration von Treppenfunktionen

Definitionen.

(i) Seien X eine Menge und A C X eine Teilmenge. Unter der charakteristi-
schen Funktion (oder auch Indikatorfunktion) von A versteht man die
Funktion 14 : X — R, welche durch

Ta(x) = 1, fallsxe A
A EN0, fallsze X\ A

definiert ist (man schreibt oft auch y 4 anstelle von 1 4).
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(ii) Ein Quader ) im R" ist das direkte Produkt @@ = I} x ... X I, von n be-

schréankten, nichtleeren Intervallen Iy,..., I, C R. Ist I ein Intervall mit den
Endpunkten a < b, so bezeichne v (I) := |I| = b—a seine Linge. Allgemeiner
ist das (n-dimensionale) Volumen des Quaders () = I; x ... x I, definiert
durch

un(@) == || -+ [ ],

d.h. v,(Q) ist das Produkt der Kantenldngen des Quaders. Oftmals werden
wir in Situationen, in denen klar ist, dass wir das n-dimensionale Volumen
meinen, auch nur kurz v(Q) anstelle von v, (@) schreiben. Ist () ausgeartet,
d.h. liegt @ in einer Hyperebene des R™, so ist v,(Q) = 0.

(iii) Eine Funktion ¢ : R® — C heifle Treppenfunktion, wenn es endlich viele
paarweise disjunkte Quader @4, ..., Q) gibt so, dass

(a) ¢ auf jedem dieser Quader konstant ist, und
(a) ¢(z) =0 fir allez e R*\ |J Qj,
=1

Jj=

d.h. wenn ¢ die Gestalt
¥ = Z )‘j]le (2'1)
j=1

hat, mit A\, ..., A\s € C und paarweise disjunkten Quadern @1, ..., Qs.

Lemma 2.1. Fine Funktion ¢ der Gestalt (2.1) ist auch dann eine Treppenfunktion,
wenn die Quader Q, ..., Qs nicht paarweise disjunkt sind.

Beweis. Ubung.

Beispiel 2.2 (Treppenfunktionen und Riemannsche Summen). Sei f :

[a,b] — C eine Funktion, und sei Z = {xq,...,xy} eine Zerlegung von [a,b], d.h.
es gelte a = x9g < 11 < -+ < oy < Ty, = b. Sei I; := [xj_1,x;] das j-te Teilin-
tervall dieser Zerlegung, und sei & = (&1, ...,&m) € I1, X -+ X I, ein m-Tupel von

Stiitzstellen zur Zerlegung Z. Die zugehdrige Treppenfunktion
pze = f&§)1,
j=1

besitzt dann gerade das Integral

m

/ el dr =S 1(E) L] = S(f,2.6),

J=1

wobei S(f, Z,€) die Riemannsche Summe von [ bzgl. Z und & bezeichne.
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Es bezeichne 7 die Menge aller Treppenfunktionen auf R™. Nach Lemma 2.1 ist 7
gerade die lineare Hiille der Menge aller charakteristischen Funktionen von Quadern,
also insbesondere ein C-Vektorraum. Es gilt sogar

Lemma 2.3. 7 ist eine Algebra tiber C; insbesondere sind Summen und Produkte
von Treppenfunktionen wieder Treppenfunktion.

Beweis. Da die Menge aller Funktionen von R™ — C eine Algebra bildet, welche 7°
enthélt, muss nur noch gezeigt werden, dass mit o, € 7 auch die Produktfunktion
e in T liegt. Sind jedoch ¢ und ¢ von der Gestalt (2.1), d.h. ist

@IZAjﬂij w:Z,U/k]]-ka
j=1 k=1
mit Quadern @; und Py, und \j, i, € C, so ist
QM/J = Z()‘j:uk)]le]lPk'
g,k

Da 1g,1p, = 1g;np, ist, und da mit Q; und P, auch Q; N Py ein Quader ist (oder
leer), folgt die Behauptung. Q.E.D.

Definition. Unter dem Integral der Treppenfunktion ¢ = Z;=1 Ajlg, versteht
man die Zahl

/n o(x)de = /ap dx = é Av(Q;) € C. (2.2)

Ist z.B. ¢z die einer Riemannsumme in Beispiel 2.2 zugeordnete Treppenfunktion,
so ist offenbar

[ ezetarin= | prela) dr = S(4. 2.€).

Satz 2.4. Die Definition des Integrals einer Treppenfunktion @ hdngt nicht von
ihrer expliziten Darstellung (2.1) ab. Ferner gelten die folgenden Rechenregeln: Sind
o, €T und a, 3 € C, so ist

(i) [(ap+pY)de=a[pdc+p [ de (Linearitiit)
(i) | [ dz| < [|o| dz (,Dreiecksungleichung®)

(iii) [ de < [+ dx, falls ¢ und ¢ reellwertig sind und o <.  (Monotonie)
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Beweis. Per Induktion nach der Dimension n: Ist n = 1, so folgen die Behauptungen
unmittelbar aus den entsprechenden Eigenschaften des Riemannschen Integrals, da
jede Treppenfunktion Riemannsch integrierbar ist iiber jedes kompakte Intervall
[a,b], welches alle Intervall (); enthélt, wobei offenbar das durch (2.2) definierte
Integral mit dem Riemannschen Integral iiber [a, b] iibereinstimmt.

Wir nehmen nun an, dass die Aussagen fiir alle Dimensionen m < n gelten.
Sei 1 < p < n, und zerlege R* = X x Y, mit X = RP, Y = R"P. Entsprechend
schreiben wir jeden Quader @) = I; x ... x I, als direktes Produkt

Q=Q'xQ"

der Quader Q" :=I; x...x [, C Xund Q" :=I,;1 x...x L, CY.Firz = (z,y) €
X x Y ist dann

Sei nun ¢ = Zj Ajlg, eine Treppenfunktion auf X x Y. Fiir jedes y € ¥ ist dann
©y : x — p(z,y) eine Treppenfunktion auf X, da

Z Mlgr(y)lg:.

Nach Induktionsvoraussetzung ist das Integral von ¢, iiber X unabhéngig von der
Darstellung (2.1) von ¢ wohldefiniert und gegeben durch

/ ) dx = ZA (@) e (y) = B(y).

® ist offenbar eine Treppenfunktion auf Y.
Wiederum nach Induktionsannahme ist das Integral von ® wohldefiniert und gege-

ben durch
/ y)dy = Z Aj0p(Q5)vn—p (QF).

Somit folgt insgesamt

[ (fostoras) ar=5 ”

Die linke Seite von (2.3) héngt nicht von der Darstellung (2.1) von ¢ ab. Damit
ist die Definition des Integrals von ¢ durch die rechte Seite von (2.3) gerechtfertigt.
Ferner gilt nach (2.3)

/ ) p(z)dz = /R ( /R ) 0y () d:v) dy. (2.4)
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Mittels (2.4) folgen nun auch die Aussagen (i) — (iii) unmittelbar aus den entspre-
chenden Aussagen fiir Riume der Dimension m < n. Q.E.D.

Schreiben wir anstelle von [y ¢,(z) dz einfacher [, p(z,y) dz, so haben wir mit
(2.4) gleichzeitig folgendes Ergebnis bewiesen:

Korollar 2.5 (Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen). Mit den Bezeichnun-
gen des vorangehenden Beweises gilt fir jedes ¢ € T

/Xxyw(x,y)d(:c,y):/y(/Xgo(x,y) d:c) dy. (2.5)

3 Die L!-Halbnorm

Vorbemerkung. In der Integrationstheorie werden des 6fteren divergente Reihen
der Gestalt Y a; mit a; € R auftreten. Wir schreiben dann kurz Y a; = co. Dies

j j
legt nahe, Funktionen und Reihen mit Werten in CU{oo} zu betrachten. Speziell fiir
die Integrationstheorie werden wir folgende Regeln fiir das Rechnen mit oo benutzen:

|oo| := 0 ; 0 1= 00,

r<oo VreR, oo< oo,

x+c=c+oo:=00 VeceCU/{oo},

©-c=c-00:=00 VYceC*U{oo},

00-0=0-00:=0.
Terme c¢—oo sind als ¢+ (—1)oo = ¢+00 = 00 zu deuten. Schliefllich ordnen wir einer
Folge {a;}; in CU{oo} den ,,Grenzwert" lima; := oo zu, falls alle Folgenglieder ab
einem gewissen Index gleich oo sind, oder falls |a;| gegen oo strebt. Insbesondere ist
>, a; = oo, falls a; € Ry U {oo} fiir alle j € N und ein jy existiert mit a;, = oo.
Dementsprechend werden wir oft Funktionen mit Werten in C U {oo} zulassen. Im
Gegensatz zu reellen Funktionen bzw. komplexen Funktionen, welche Werte in R
bzw. C annehmen, werden wir Funktionen mit Werten in CU {oo} als numerische

Funktionen bezeichnen.
Zur Abkiirzung werden wir die Menge Ry U {00} oft mit [0, oo bezeichnen.

Definitionen.

(i) Sei f:R" — CU{oo} eine numerische Funktion. Unter einer Hiillreihe zu f
verstehen wir eine Funktionenreihe

b = Z ak]le
k=0

mit folgenden Eigenschaften:
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(a) Die Mengen @ sind offene Quader im R", und a;, € Rj Vk € N.
(b) Fiir jedes x € R™ gilt
f(2)] < @) =) arlg,(x).
k=0
(ii) Der Inhalt der Hiillreihe @ ist definiert durch

I(D) := Zakv(Qk) € [0, o0].
k=0

(iii) Unter der L'-Halbnorm || f||; einer numerischen Funktion f : R" — CU{co}
verstehen wir das Infimum der Inhalte aller Hiillreihen zu f, d.h.

| fllx := inf{Z(®) : & ist Hiillreihe zu f}.

Da jede numerische Funktion f : R" — C U {oo} die Hiillreihe @, := > 1j_ g
k=0
besitzt, ist || f||1 stets eine nicht-negative Zahl oder oo, d.h. || f]|1 € [0, oc].

Y
G rap 4D 71';:'“

— N\ Yeaplr ()

[ N

Interpretation. ||f]|; ist ein ,duBeres® Maf fiir das (n + 1)-dimensionale Volumen
des Gebietes
[={(z,y) eR"xR: 0<y<|f(a)[} C R,

welches durch die Ebene {y = 0} und den Graphen G(|f|) = {(z,|f(z)|) : = € R"}
von |f| begrenzt wird.

Es ist iibrigens fiir den zu entwickelnden Integrationsbegriff entscheidend, Hiillreihen
mit unendlich vielen Termen zuzulassen — andernfalls wiirden wir nicht auf den
Lebesgueschen, sondern den Riemannschen Integralbegriff gefiihrt.
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Lemma 3.1. Fir f,g: R" — CU {0} und c € C gilt:
(1) llefll = lel 1L f1ls
(i) |1 +glly < Il + llgllas

(i) [f1 <lgl = Ifll < llgll-

Beweis. Die Regeln (i) und (iii) sind unmittelbar einzusehen. Die Regel (ii) ist
wegen |f 4 g| < |f| + |g| und (iii) ein Spezialfall der folgenden Ungleichung:

Lemma 3.2 (Verallgemeinerte Dreiecksungleichung). Fiir jede Folge nicht-
negativer numerische Funktionen fi, : R" — [0, 00| gilt:

Y fills <70 el
k=0 k=0

Beweis. Es geniigt, den Fall > || fx|l1 < oo zu betrachten. Sei & > 0.
k=0
Wihle dann zu jeder Funktion f, eine Hiillreihe ®f = ) ay; 1g,, mit Inhalt
J

I(®) = av(Qry) < | fulli +227F

Die Doppelreihe @ := Zakj]le (genauer: die Reihe ) a,)1q,,, wobei v : N —
=0
N x N eine (beliebige) BlJektlon sei) ist dann eine Hiillreihe zu f := Z fi. Thr Inhalt

ist gegeben durch

I(®) = Zakj v(Qry) Z(Za’” ij)
= > 1@ <D (I felh +e277)
k k=0
= Y el +e
k=0

(zur Erinnerung: Reihen mit nicht-negativen Termen diirfen beliebig umgeordnet
werden!).

Somit ist || > felli < D2 || fellx + &, fiir jedes e > 0, woraus die Behauptung folgt.
k k=0
QE.D.
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Beispiel 3.3. Sei H = {x; = a} eine achsenparallele Hyperebene im R", z.B.
H = {(z1,...,2,) : 1 = a}. Dann ist ||1y||; = 0. Insbesondere ist ||1g|; = 0 fiir
jeden ausgearteten Quader Q).

Setzen wir nimlich Q :=]a — e27% a + 27%[x] — k, k[*~! fiir K > 1 (mit & > 0), so

ist H C |J Q. folglich ®. := > 1, eine Hiillreihe zu 1, mit Inhalt
k=1 k=1

I(®) =) €27 F2k)" ! = A,
k=1

mit einer endlichen Konstanten A. Da € > 0 beliebig ist, folgt ||1x|l; = 0.

Wir wollen nun die wichtige Tatsache beweisen, dass die L'-Halbnorm einer nicht-
negativen Treppenfunktion gleich ihrem Integral ist.

Lemma 3.4 (Fundamentallemma). Fir die Indikatorfunktion 14 eines kompak-
ten Quaders A gilt

Al = v(A) = /]lAd:c.

Beweis. Sei € > 0, und wéihle dazu einen offenen Quader Q) mit A C @ und v(Q) <
v(A)+e. Dann ist ® := 1 eine Hiillreihe zu 1 4 mit Inhalt I(®) = v(Q) < v(A) +e.
Es folgt

[Lallx < v(A).

Ist umgekehrt ® = >~ a;1g, eine beliebige Hiillreihe zu 1 4, so ist 1 < ®(x) fiir jedes
3

x € A. Ist € > 0 gegeben, so gibt es daher zu jedem x € A einen Index N = N(z)
mit

N
l—e< Zak]le(:c)
k=0

Wegen der Offenheit der @y bleibt diese Ungleichung fiir alle Punkte einer offenen
Umgebung U(x) von z giiltig. Da A kompakt ist, kénnen wir A mit endlich vielen sol-
chen Umgebungen U(xy),...,U(z,) iiberdecken. Fiir M := max{N(x1),...,N(z,)}

folgt:
M

(1 — E)]lA S Zak]le.
k=0

Da beide Seiten dieser Ungleichung Treppenfunktionen sind, erhalten wir durch
Integration mit Hilfe von Lemma 3.1 (iii)

(I—¢e)v(4) < ZakU(Qk) < ZakU(Qk) = 1(2),
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und zwar fiir jedes € > 0, also v(A) < I(®). Da dies fiir jede Hiillreihe ® zu 14 gilt,
folgt
v(A) < [[Tals-

Q.E.D.
Lemma 3.5. Fiir jede Treppenfunktion f auf R™ gilt || f|1 = [ |f] d.

Beweis. Ist @ = (a1,b1) X ... X (an,by) ein beliebiger Quader (hier bezeichne (a, b)
ein beliebiges Intervall mit den Endpunkten a < b), so ist der Abschluss () von @
der kompakte Quader

Q = [al,bl] X e X [an,bn].

Ferner ist offenbar v(Q) = v(Q).
Sei nun f eine beliebige Treppenfunktion auf R™. Wegen || f||1 = || | f| |1 diirfen wir
0.B.d.A. f > 0 annnehmen. Sei

f= Zak]le (3.1)
p

eine Darstellung von f mit paarweise disjunkten Quadern ) und Koeffizienten
ap > 0. Nach den Lemmata 3.1, 3.2 folgt

1 < llartalh =) arllg,lh-
k k

Ferner ist 1o, < 15, also [[1g,[li < [l1g,[[1, und nach dem Fundamentallemma 3.4
ist [[1g, |1 = v(Q,) = v(Qy). Damit ergibt sich insgesamt

I <Y me@u) = [ 1 do 32)

Um die umgekehrte Ungleichung zu beweisen, wiahlen wir einen geniigend groflen
kompakten Quader A so, dass Q) C A ist fiir alle Quader @ in (3.1), und setzen
m := max{f(z) : « € R"}. Dann ist f(z) =0 fir z € A, und f(z) < m Vo € A.
Somit ist

g=mls—f

eine nicht-negative Treppenfunktion auf R", fiir welche nach (3.2) gilt:

||9H1§/gdw:mv(A)—/f .

Ferner ist nach dem Fundamentallemma ||g + f||1 = [[m14||; = mv(A), so dass gilt

/f dr < mo(A) — gl = I + glls — llgll

< If1 4 llglh = llglh = [1f1]1-
Zusammen mit (3.2) ergibt sich die Behauptung,. Q.E.D.
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4 Das Lebesguesche Integral und seine elementa-
ren Eigenschaften

4.1 Integration iiber den R”

Definition. Eine numerische Funktion f : R" — C U {co} heifle Lebesgue-
integrierbar iiber den R" (kurz: integrierbar), wenn es eine Folge {yy}x von
Treppenfunktionen gibt mit

lim [1f ~ il =0, (4.1)

oder, #quivalent dazu, wenn sich f beliebig genau in der L'-Halbnorm durch Trep-
penfunktionen approximieren lasst, d.h. wenn es zu jedem e > 0 eine Treppenfunk-
tion . gibt mit || f — ¢c|l1 < €. Offenbar ist dann || f]|; < oo.

4.1 (Lemma und Definition). Fir jede Folge {py}r in T mit (4.1) ist die Folge
der Integrale { [ ¢ dx}y, eine Cauchy-Folge in C, also konvergent. Ferner hingt
der Grenzwert nicht von der Approzimationsfolge {pr}r ab, sondern nur von f.
Wir bezeichnen diesen als das (Lebesgue)-Integral von f, und schreiben dafiir

Jan f(z) dx oder kurz [, fdx, [ fd"z bzw. [ f dz, d.h.
f(x)dx := lim k() dx. (4.2)
1 k=00 Jgn

Beweis. Fiir beliebige o, € 7 gilt nach Lemma 3.5 und der Dreiecksungleichung

| [ede [wdal = | [to-vydal < [lo=vlds = o~ vl

<|f =l +IIf =2l

Hieraus folgen leicht die Behauptungen.
Q.E.D.

Bemerkungen 4.2. (i) Offenbar ist jede Treppenfunktion ¢ integrierbar, und
ihr Lebesgue-Integral stimmt mit dem in Paragraph 6 definierten Integral {ibe-
rein.

(ii) Wahrend aus limg_o || f — ¢kllec = 0 die punktweise Konvergenz von {gy }«
gegen f folgt, kann dies aus limy_ || f — @k|[1 = 0 i.a. nicht gefolgert werden.
Wir werden spéter sehen, dass man jedoch stets eine Teilfolge {, }; auswéhlen
kann, welche ,,fast iiberall“ punktweise gegen f konvergiert.

Satz 4.3. Mit f ist auch |f| dber R™ integrierbar, und es gilt

[ #asl < [1s1a0= 11l (43)
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Bemerkung. Bei anderen Zugingen zum Lebesgueschen Integral wird die L!-
Halbnorm von f oft durch die Identitdt auf der rechten Seite von (8.3) definiert.

Beweis. Sei {py}r eine Folge in 7 mit limg_o ||f — wkll1 = 0. Aus | |f| — |¢x| | <
|f — o] folgt mittels der Monotonie der L'-Halbnorm

AT = Tewl Il < 1If = rll

Insbesondere ist limyg .o || [f| — @] |1 =0, d.h. |f| ist integrierbar, und es folgt

|/fd:17| = |klim/<pkdx|:klim |/g0kdzz|
< klim/\(pk\da::/mdx.

Es bleibt zu zeigen: [ |f|dx = | f]|.
Nun gilt aber

[l =11 = rlls < llerlle < [1F 1l + 17 = @xlla,

wobel limg oo |0kl = limg—oo [ |ok|dx = [|f|dz ist. Fiir & — oo erhalten wir
damit

11 < [ 171dz < 51,

Q.E.D.
Satz 4.4. Seien f,g: R" — CU {oo} integrierbar, o, 3 € C. Dann gilt:
(i) Die Funktionen af + B39 und f sind integrierbar, und
[(af +Bg)de=a [ fde+ 5 [ g dz, (Linearitt)
f? de = [ f dx.
(i1) Fir reelles f und g folgt aus f < g
[fdx< [gdx (Monotonie)
11) Ist g zusdtzlich beschrinkt, so ist auch fg integrierbar, un
I lich beschrink h f b d
gl < [ 111llglls (4.4)

Bewelis.

(1) Sind {@k }r, {¥x }x Folgen in 7 mit limg oo || f — @kllt = 0 = limg—o0 ||g — Vi |1,
so sind {ay + By b und {B), }r Folgen in 7 mit limg ., |[(af + Bg) — (avpr +
BYr) |1 = 0 bzw. limg .o ||f — Pr|l1 = 0. Die Behauptung folgt nun leicht aus
Satz 2.4.
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(ii) Nach Satz 4.3 und (i) gilt

[ode= [ rar= [g-paz=lg-fl =0

(iii) Sei 0.B.d.A. M := [|g]l« > 0. Sei ¢ > 0, und wihle ¢ € 7 mit ||f — ¢|; <
e/2M. Sei N := ||¢|loo + 1, und wéhle nun ¢ € 7 mit ||g — ¥||; < ¢/2N.

Aus

If =l gl + |l g =¥
M|f — |+ Nl|g — |

|fg — v

<
<

folgt dann
1fg — el < M| f = lli + Nllg — o[l <e.

Somit ist fg integrierbar, und aus |fg| < M| f| folgt mit (i) und (ii)

nmmaﬂMM§M/mm:wmmn

Q.E.D.

Korollar 4.5. (i) FEine komplexe Funktion f :R" — C ist genau dann integrier-
bar, wenn die reellen Funktionen Re (f) und Im (f) dies sind, und es gilt dann

/f dx:/Re(f)dx+i/Im(f)dx.

(i1) Sind f,g: R™ — R reelle integrierbare Funktionen, dann sind auch die Funk-
tionen

max(f,g) = %(f+9+‘f—g‘) und
win(f,g) = 5(f+g-1f —g)

integrierbar. Insbesondere sind der positive Anteil f* := max(f,0) und der
negative Anteil f~ := max(—f,0) von f integrierbar.

Bemerkung 4.6. Offenbar zerlegt sich f als Differenz der beiden nicht-negativen
Funktionen f* und f~, d.h.

f=r—=r. (4.5)
Mittels des Korollars kann man sich bei vielen Beweisen auf den Fall nicht-negativer
reeller Funktionen beschrianken.
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4.2 Integration iiber Teilmengen des R”

Definitionen.

(i) Sei f: B — CU{oo} eine numerische Funktion auf einer Teilmenge B des R™.
Ist A eine Teilmenge von B, so verstehen wir unter der trivialen Fortsetzung
fa von f folgende Funktion f4 : R" — CU {c0}:

[ f(z), fallsz e A,
falz) = { 0, fallszeR"\ A

(ii) f heife iiber A C R" integrierbar, falls die triviale Fortsetzung f4 iiber den
R"™ integrierbar ist. In diesem Fall heifit

/ f(z)dx = fa(z)dx

A Rn

das (Lebesgue)-Integral von f iiber A. Wir setzen
1/l = |l falls-

Die im Abschnitt 4.1 bewiesenen Resultate gelten dann offenbar sinngemé&f auch
bei der Integration iiber eine Teilmenge A des R™. Insbesondere gilt fiir jede iiber A
integrierbare numerische Funktion

1 lla = / (@) d. (4.6)

VORSICHT: Ist f iiber den R™ integrierbar, so ist i.a. f keineswegs iiber je-
de Teilmenge A des R™ integrierbar! Allerdings gibt es eine sehr grofie Klasse von
Mengen, die sogenannten , Lebesgue-messbaren* Mengen, iiber welche jede auf dem
R™ integrierbare Funktion integrierbar ist. Darauf kommen wir noch ausfiihrlich zu
sprechen.

Satz 4.7. Sei [a,b] ein kompaktes Intervall. Dann ist jede Riemannsch integrierbare
Funktion f € Rjqp) tiber [a,b] Lebesque-integrierbar, und ihr Riemannsches Integral
stimmt mit dem Lebesgueschen diberein, d.h.

b
/ f(z)dx = f(z)dx.
a [a,b]

Beweis. Sei f € R,y Riemannsch integrierbar, mit Riemannschem Integral S :=

fab f(x) dz. Indem wir die Funktion f in ihren Real- und Imaginérteil zerlegen, diirfen
wir 0.B.d.A. annehmen, dass f reell ist. Sei dann ¢ > 0, und wéhle 6 > 0 so, dass
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fir jede Zerlegung Z von [a, b] in Intervalle I;,5 = 1...m, der Feinheit |Z| < § und
jeden Vektor £ von zugehdrigen Stiitzstellen gilt

|S(f7Z7§>_S|<6' (47)

Seien Z eine solche Zerlegung und ¢ ein solcher Vektor von Stiitzstellen, und sei
pze =Y f(&) 1y
j=1

die in Beispiel 2.2 zugeordnete Treppenfunktion. Seien ferner A; := sup l;, a; =
inf I;, und seien

Py 1= ZA]' LIy < ze < o= Zaj 1y
j=1 j=1
die zugehorige Riemannsche ,,Oberfunktion® ¢, bzw. ,, Unterfunktion® ¢,, welche
Treppenfunktionen sind. Offenbar gilt dann auch

Yu < f < o,

so dass
\f — 0zel < 00— Pu,
und folglich

I = ozells < /wo — g dr = (3 AL = 8) = (3 a1 - 9).
j=1 Jj=1

Die beiden Summen » 7" | A;|I;] und > 7" a;|1;] lassen sich aber beliebig gut durch
Riemannsche Summen zur Zerlegung Z approximieren, so dass man mit Hilfe von
(4.7) leicht sieht, dass

If = pzell < 4e.

Dies zeigt, dass f Lebesgue-integrierbar ist. Ferner zeigt Beispiel 2.2 in Verbindung
mit (4.7), dass

b
|/ orelx)de— S| < e,

Folglich stimmt S mit dem Lebegueschen Integral von f iiber [a, b] iiberein.
Q.E.D.
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5 Zur Berechnung mehrdimensionaler Integrale

In der Analysis I wurde gezeigt, dass sich jede stetige Funktion auf einem kompak-
ten Intervall beliebig genau gleichméfig durch Treppenfunktionen approximieren
ldasst. Diese Aussage ldasst sich mit fast wortgleichem Beweis auf stetige Funktio-
nen auf beliebigen kompakten Quadern im R™ verallgemeinern. Damit erhilt man
ganz dhnlich wie in Satz 4.7, dass stetige Funktionen iiber kompakte Quader des R
Lebesgue-integrierbar sind. Allgemeiner gilt der folgende

Satz 5.1. Sei K C R" kompakt und f : K — C stetig. Dann ist f diber K integrier-
bar.

Beweis. Spéter. Fiir einen direkten Beweis, siehe [K].

5.1 Der Kleine Satz von Fubini

Wie lésst sich nun ,konkret“ das Integral einer Funktion f € C'(K,C) wie in Satz
5.1 berechnen? Die wichtigste Methode besteht darin, mittels einer Verallgemei-
nerung von Korollar 2.5 mehrdimensionale Integrale auf eindimensionale Integrale
zuriickfiihren.

Wir zerlegen dazu wieder R* = X XY mit X :=RPund Y :=R?, p,q > 1, p+q=n.

Definitionen. Seien AC X XY, z € X, y €Y.

(i) Wir setzen

A, = {reX:(r,y) € A} C X,
A = {yeY (z,y) € A} CY.

A, bzw. ;A heifit die Schnittmenge von A zu y € Y bzw. zu z € X.

(ii) Ist f: A— CU{oo} eine numerische Funktion, so definieren wir

fy Ay — CU{oo}, fy(z):= f(z,9),
of + 2A— CU{oo}, of(y) = f(z,y).

Ist f, iiber A, (bzw. ,f tiber ,A) integrierbar, so setzen wir

Z f(o,y)do = /A )

{ f(oy)dy = l L (y) diy.
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Schliefllich bezeichne 7 : X XY — X, (z,y) — zund my : X XY =Y, (z,y) — vy
die Projektionen auf die erste bzw. 2. Koordinate des Produktraumes X x Y. Da
m und 7y stetig sind, sind offenbar m;(A) und m3(A) kompakt, falls A C X x Y
kompakt ist. Ferner ist z.B.

m(A)={yeY: A, #0}. (5.1)

Satz 5.2 (Kleiner Satz von Fubini). Sei A C X XY kompakt, und sei f : A — C
stetig. Definiere F' : mo(A) — C durch

z/f(ﬂf,y)dx

Dann ist F' integrierbar iber mo(A), und es gilt

(4)
d.h.
!ﬂxwd l/ /fxywry- (5.2)
Analog ist auch
A/fxy (z,9) / /fzydy dx. (5.3)

Beweis. Spiter. Fiir den direkten Beweis, siehe [K].
Wichtiger Spezialfall.
ACR'"=R"'xR=XxY
sei kompakt, und fiir jedes z € m;(A) sei A ein (kompaktes) Intervall

A = [y1(2), ya(2)]. (5.4)

Dann gilt nach den obigen Sdtzen und Satz 4.7 fiir f € C(A,C):

/fxy @ = [ ( l/fxydy (5.5)

m1(A)  yi(z)
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/
Y-R
Yal{¥)

> n-{
x  m@  X=R

Damit ist ein n-dimensionales Integral auf ein 1-dimensionales und ein (n — 1)-
dimensionales Integral zuriickgefithrt. Durch Iteration kann man damit sukzessiv
das n-dimensionale Integral auf n eindimensionale Integrationen zuriickfiihren.

Beispiele 5.3. (a) Sei A = [a,] X [¢,d] ein Quader im R?. Dann ist m(A4) =
[a,b], A =]c,d] fir z € m(A), also

b d

[ remday = [ ([ 1. dy)d (5.6

(b) Sei A = B,(0) C R? eine abgeschlossene Kreisscheibe. Dann ist 7 (A4) =
[=r, 7], yi(x) = —V1? — 2%, ya(x) = Vr? — 22 fiir € m(A), also

~—

N
< / f(z,y) dy) dzx. (5.7)
=

T

flay) i) = [

B;(0) —r

Definition. Die Teilmenge A C R" heifle (Lebesgue)-integrierbar, falls die Funk-
tion 1 iiber A integrierbar ist, d.h. wenn 1 4 integrierbar ist.

Definition. Sei A C R". Ist die Menge A integrierbar, so setzen wir

v(A) = v, (A) ::/Ald"x:/n]lAdx.

v, (A) heifit das n-dimensionale Volumen oder das Lebesgue-Maf3 von A. Im
Fall n = 2 nennt man v,(A) auch den Flacheninhalt von A.
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Beispiel 5.4. Nach Satz 5.1 ist die konstante Funktion 1 iiber die kompakte Kreis-

scheibe A = B,.(0) C R? integrierbar, d.h. B,(0) ist eine integrierbare Menge. Ferner
ist nach Beispiel 5.3 (b) ihr Fldcheninhalt gegeben durch

r VrZ—z? r
v2(B,(0)) = / / 1dy dxz?/x/rZ—dea?
“r \oviZoa? Zr

1
= 4r/\/1—t2dt:7r7"2.
0

Beispiel 5.5. Sei g : [a,b] — Ry stetig. Dann hat
A={(w,y) eR*: weab], 0 <y <g(z)}

nach Formel (5.5) den Fldcheninhalt

g(x) b
ve(A) = / / ldy | doe = /g(x)dx.
[a,b} 0 a

5.2 Berechnung von Volumina. Cavalierisches Prinzip

Der Kleine Satz von Fubini liefert insbesondere ein niitzliches Rekursionsverfahren
zur Berechnung von Volumina. Sei A C R"! x R = X x Y eine kompakte Menge.
Fiir y € R bezeichne wieder A, die Schnittmenge {z € R"! : (z,y) € A}. Dann gilt
offenbar

o) = [ a4y (5.8)

Insbesondere gilt das folgende, nach B. Cavalieri (1598-1647) benannte Prinzip:
Zwei kompakte Mengen A und B in R"! x R haben das gleiche Volumen, wenn die
Schnittmengen A, und B, fir alle y € R das gleiche (n — 1)-dimensionale Volumen
haben.
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Beispiele 5.6. Seien B C R"! ein Kompaktum und h > 0.

(a) Volumen eines Zylinders. Die Menge
Z =2Z(B,h):=Bx[0,h) CR"! xR

heiBft Zylinder mit Basis B und Hohe h. Fiir jedes h € [0, h] = m(Z(B, h))
ist Z(B, h), = B, und somit folgt nach (5.8)

h
v (Z) = /0 Un—1(B)dy = h - v,_1(B).

(b) Volumen eines Kegels. Die Menge
K =K(B,h):={(z,y) e R":y € [0,h] und z € (1 - %)B}

heifit Kegel mit Basis B und Hohe h.

Die Schnittmenge K (B, h), ist fiir h € [0,h] = m(K (B, h)) gegeben durch
K(B,h), = (1 = %)B. Sie hat nach Aufgabe 4.3 (b) das (n — 1)-dimensionale
Volumen (1 — £)*~!. v, _;(B). Damit ergibt sich

on(K) = vy 1(B) - /Oh (1- %)"‘1 dy =" (B).

(¢) Das Kugelvolumen nach Archimedes. Sei A der dreidimensionale Kérper, der
entsteht, wenn man aus dem Kreiszylinder Z mit Radius r und Hohe r einen
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6

Kegel ausbohrt, der seine Spitze im Mittelpunkt der Basis von Z hat und
dessen Basis die Deckscheibe von 7 ist. Sei ferner B die Halbkugel mit dem
Radius 7.

Der Schnitt A, in der Hohe y ist ein Kreisring mit der Fliche 7(r? — y?), der
Schnitt B, ein Kreis mit derselben Fléche (vgl. Beispiel 5.4) . Also ist
1 2

v(B) =v(A) =v(Z) —v(K) = mr’ — §7W3 =37

Die (3-dimensionale) Kugel vom Radius r hat also das Volumen 373,

Unsere Argumentation enthélt allerdings noch eine kleine Liicke. Damit A
kompakt ist, muss ein offener Kegel K ausgebohrt werden. Gerechnet haben
wir aber mit dem Volumen des abgeschlossenen Kegels K. Nun ist aber K \
K = OK eine Nullmenge (dies folgt z.B. mit Hilfe von Aufgabe 3.2 ¢), und
deshalb gilt, wie wir zeigen werden, dass v(K) = v(K). AuBerdem miissen wir
noch weitere Eigenschaften des Mafles nachweisen, wie z.B. die Additivitat bei

disjunkten Zerlegungen von Mengen (s. § 8).

Lebesguesche Nullfunktionen und Nullmengen

Definition. Eine numerische Funktion f : R" — C U {oo} heifle (Lebesguesche)
Nullfunktion, falls || f||; = 0. Wir bezeichnen mit

N :={f:R" = CU{oc}: [|fllh =0}

die Menge aller Nullfunktionen auf dem R™.
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Lemma 6.1. (a) Fir eine numerische Funktion f auf R™ sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) f ist eine Nullfunktion.
(ii) f ist integrierbar und [ |f|dz = 0.

(b) Ist {fi}r eine Folge von Nullfunktionen, so ist . |fi| eine Nullfunktion.
e

(c) N bildet einen Vektorraum iiber C.
(d) Ist |g| < f und f € N, soist g e N.

Beweis. (a) folgt Satz 4.3, (b) aus der verallgemeinerten Dreiecksungleichung fiir
die L'-Halbnorm, (c), (d) aus Lemma 3.1.
Q.E.D.

Definition. Eine Teilmenge N C R" heifle (Lebesguesche) Nullmenge, falls ihre
Indikatorfunktion 1, eine Nullfunktion ist, d.h. wenn [[1y]||; = 0.

Der folgende Satz liefert eine anschaulichere Charakterisierung von Nullmengen:

Satz 6.2. EFine Teilmenge N C R" ist eine Nullmenge dann und nur dann, wenn
es zu jedem € > 0 eine Folge von Quadern {Q}r>, C R™ gibt mit

N C U Q. und Zvn(Qk) <e.
k=0 k=0

Beweis. Folgt aus dem allgemeineren Satz 9.2 (vgl. auch Aufgabe 3.3). Q.E.D.

Lemma 6.3. (a) Ist { Ny} eine Folge von Nullmengen in R™, so ist auch | N
k

eine Nullmenge.
(b) Ist N eine Nullmenge, so auch jede Teilmenge M C N.

Beweis. (a) Folgt wegen 1jn, < ) 1y, sofort aus Lemma 6.1 (b) und (d).
F F

(b) Ist M C N, so ist 1,; < 1. Die Behauptung folgt damit aus Lemma 6.1 (d).
Q.E.D.

Z.B. ist damit nach Beispiel 3.3 jede Menge, welche in einer achsenparallelen Hyper-
ebene liegt, eine Nullmenge. In spéteren Kapiteln werden wir weitere Eigenschaften
von Nullmengen studieren.

Definition. Es sei E eine Eigenschaft derart, dass fiir jeden Punkt x € R™ erklért
ist, ob er diese Eigenschaft hat oder nicht. Man sagt dann, dass (Lebesgue) fast
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alle (kurz: f.a.) € R" die Eigenschaft F besitzen, oder dass die Eigenschaft £
fast iiberall (kurz: f.ii.) gilt, wenn die Menge aller Punkte, fiir die E nicht gilt,
eine Nullmenge ist.

Wir werden sehen, dass Nullmengen in der Integrationstheorie in vielerlei Hinsicht
die zulissigen Ausnahmemengen bilden. Z.B. gilt

Satz 6.4. Sei f : R" — C U {oo} eine Funktion mit endlicher L'-Halbnorm, d.h.
I fll1 < oo (dies gilt insbesondere, wenn f integrierbar ist). Dann ist f(x) fir fast
alle x € R™ endlich, d.h.

N:={zeR": f(zr)= o0}

ist eine Nullmenge.

Beweis. Seie > 0. Dal <¢e-00 = 00, gilt:
Ly <elf|, also [[Tn][y < el[f]-
Da dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt: ||1y|; = 0.
Q.E.D.

Satz 6.5. Die numerische Funktion f : R — CU {oo} ist genau dann eine Null-
funktion, wenn die Menge

N :={z eR": f(z) # 0}

eine Nullmenge ist, d.h. wenn f(x) =0 f.i..

Beweis. Sei f eine Nullfunktion. Wir setzen dann f; := |f| fiir alle & € N und

o0
uy := Y fr. Dann ist
k=0

() = {oo, falls f(z) # 0,

0, sonst,

d.h. es ist uy = oo - 1. Ferner ist

[e.e]
lunll <> I fsll =0,
k=0

d.h. uy ist eine Nullfunktion. Nach Satz 10.3 ist damit /V eine Nullmenge.
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Nehmen wir umgekehrt an, dass /N eine Nullmenge ist, und setzen dann hy := 1y

fiir £ € N. Dann ist .
1f1 < Z hy.
k=0

Wegen ||h||y = 0 folgt damit || f||; = 0, d.h. f ist eine Nullfunktion.
Q.E.D.

Satz 6.6. Es secien f und g numerische Funktionen auf R™, welche f.i. gleich sind.
Ist f integrierbar, so auch g, und es gilt dann

/fdx:/gdx.

Insbesondere ist f + h integrierbar fiir jede Nullfunktion h € N und [(f + h)dx =
[ fdx.

Beweis. Nach Voraussetzung ist h := g — f gleich Null auflerhalb einer Nullmenge,
so dass nach Satz 6.5 ||h||; = 0 ist. Nach Lemma 6.1 ist h integrierbar, also auch

g = [ + h. Ferner ist
/gdx:/fdx+/hdx,

und wegen | [ hdz| < [|h|dx = ||h]|; = 0 ist [ hdx = 0. Hieraus folgt die Behaup-
tung.
Q.ED.

Fazit. Eine integrierbare Funktion darf auf einer Nullmenge beliebig abgeéindert
werden, ohne dass die Integrierbarkeit verlorengeht und das Integral sich dndert.

Korollar 6.7. Sei f dber die Teilmengen A und B des R™ integrierbar, und sei
AN B eine Nullmenge. Dann ist f auch integrierbar iber AU B, und es gilt:

/fdx:Afdx+/fdx. (6.1)

AUB

Beweis. Wegen 14,3 =14+ 1 — 1 4qp ist

faus = fa+ fB— fans-

Da AN B Nullmenge ist, ist fanp eine Nullfunktion. Mit f4 und fg ist somit nach
Lemma 6.1 und Satz 4.4 auch fsup integrierbar, und es gilt

/ faupdx = / fadx + / frdz.

Q.E.D.
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Korollar 6.8. Zu jeder integrierbaren numerischen Funktion f auf R™ gibt es eine
integrierbare komplexe Funktion f so, dass f = f f.i..

Beweis. Setze dazu
f(l’) — { f(x), falls f(x) # oo,

0, sonst,

und wende die vorangehenden Sétze an.
Q.E.D.

Definition. Sei f fast iiberall auf R" definiert, d.h. auf R" \ N, wobei N eine
Nullmenge ist. Man sagt dann, f sei tiber den R" integrierbar, wenn irgendeine
Fortsetzung von f auf den R"™ integrierbar ist. Nach Satz 6.6 ist entweder jede
Fortsetzung von f auf den R™ integrierbar, oder keine, so dass dies Sinn macht.
Im ersten Fall definiert man das Integral von f iiber den R" durch das Integral
irgendeiner Fortsetzung von f auf den R™.

Ganz analog kann man von der Integrierbarkeit einer Funktion f sprechen, welche
nur f.ii. auf einer Teilmenge A des R definiert ist, und das Integral [ 4/ dz einer
solchen Funktion definieren.

7 Konvergenzsitze

7.1 Der Vollstindigkeitssatz von Riesz-Fischer

Definitionen.

(i) Es bezeichnen £' = £L'(R™) die Menge aller integrierbaren numerischen Funk-
tionen f : R™ — C U {oo}. Nach Satz 4.4 bildet £'(R") einen C-Vektorraum,
und || - || ist nach Lemma 3.1 eine Halbnorm auf £'(R"), d.h. es gilt

171l =0, leflle = lel 1£1

und
If+glh <Iflh+ gl Vfge L (R"),ceC.

Ferner ist || f|l; = 0 genau dann, wenn f € N .

(ii) Eine Folge numerischer Funktionen {f;}, auf dem R™ heifle L!-konvergent
gegen die numerische Funktion f und f der L'-Grenzwert von {f},
wenn

T [1f = fill: =0.
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(iii) Eine Folge numerischer Funktionen {f,} auf R" heifie L!'-Cauchy-Folge,
wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt so, dass

I fe — felli<e  Vk,£>N.

Achtung. Da || - ||; auf £' nur eine Halbnorm ist, unterscheidet sich der Grenz-
wertbegriff in (ii) insofern von dem in normierten Rédumen, als der Grenzwert nicht
mehr eindeutig ist.

Lemma 7.1. Die Folge numerischer Funktionen { fi}r besitze den L'-Grenzwert f.
Dann konvergiert sie auch gegen jede weitere numerische Funktion, welche f.i. mait
[ iibereinstimmt, und umgekehrt stimmt jeder L'-Grenzwert von {fi}r f.ii. mit f
liberein.

Beweis. Ist f = f f.ii., soist f = f 4+ h, mit h € N, d.h. & ist eine Nullfunktion.

Wegen |[f — fullv = Ilf = fe +hlly < If = fulli + Bl = |1f = fillx besitzt die Folge
{fx}r dann auch f als L'-Grenzwert.
Ist umgekehrt lim || f — fx||1 = 0, so folgt aus

1 = Flle < UF = Fulli +11F = filh
im Grenzwert fiir k — oo, dass ||f — f|j; = 0. Q.E.D.

Ansonsten gelten die iiblichen Regeln. Sind z.B. {fi}r und {gx}» L'-konvergent
gegen f bzw. g, und sind «a, 8 € C, so ist {afy + Bgx}r konvergent gegen af + 9.
Ferner ist jede L'-konvergente Funktionenfolge eine L'-Cauchy-Folge.

Es ist nun eine fundamentale Tatsache, dass hiervon auch die Umkehrung gilt.

Theorem 7.2 (Vollstindigkeitssatz von Riesz-Fischer).
Jede L'-Cauchy-Folge { fi.}1 integrierbarer numerischer Funktionen auf dem R™ be-
sitzt einen L'-Grenzwert f € LY(R™); fiir diesen gilt

/ f(a) dz = lim / fu(2)de. (7.1)
Beweis. Wir wahlen Indizes k1 < ky < ... so, dass

W= felli <277 Vk >k,

Die Teilfolge { fx, }, besitzt dann insbesondere folgende Eigenschaft:

> Mo = felh < 1. (7.2)
v=1
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Setze

gl’ = fky+1 - fku und g = Z |gV|
v=1

Mit der verallgemeinerten Dreiecksungleichung folgt: ||g|l; < 1. Sei Ny := {x :
g(x) = oo}, und N, := {z : fi, (z) = oo}. Da ||g|i < oo, [|fk,|l1 < o0, sind nach
Satz 6.4 die Mengen N,,, v € N, Nullmengen, also nach Lemma 6.3 auch N := |J N,,.

Fiir z € N¢ist g,(z) € C wohldefiniert, und die Reihe ) |g, ()| konvergiert absolut

gegen g(x).
Wir setzen
. lim fku(x>:fk1(x)+zgl/(x)7 IGRH\Nv
f(x) T V—00 v=1
07 xTr € N.

Dann ist f komplex, und die Teilfolge {fx,}, konvergiert f.ii. gegen f. Wir zeigen,
dass f die gewiinschten Eigenschaften hat.
Sei ¢ > 0. Wir wéhlen p € N so grof}, dass die beiden Ungleichungen

Yollglh <e wnd |Ifs = filh <& Vk>k,

v=gp

gelten. Sei ¢ eine Treppenfunktion mit

e, — ¢l < e
Dann folgt

If=elli < IIf = felli + 1 fr, — @l

= 1D gl + 1fv, — el
v=o

< e4¢e=2¢.
Dies zeigt, dass f integrierbar ist. Ferner gilt fiir £ > k,

If = fellx If = frollt + [ fx, — frllx

<
< e+4e=2¢,

so dass f ein L'-Grenzwert der Folge {fi}x ist.
Es bleibt (7.1) zu zeigen. Aber, nach Satz 4.3 ist

| [ o= [ el < [ 1= fildo = 15 = Sl

woraus (7.1) folgt.
Q.E.D.



7 KONVERGENZSATZE 33

Bemerkung 7.3. Aus klim |f — fxlls = 0 folgt i.a. nicht, dass die Folge { fi}x f.ii.

gegen f strebt (Ubung). Der obige Beweis zeigt jedoch, dass es stets eine Teilfolge
{fr, }v gibt, welche f.ii. punktweise gegen f strebt, namlich wenn ) || fr, ., — fr, |l1 <
00.

Korollar 7.4. Jede integrierbare Funktion f auf R™ ist ein L'-Grenzwert einer
Folge von Treppenfunktionen {py}r mit den folgenden Eigenschaften:

(1) kZ [on+1 — il < oo,
=0
(11) {pr}r konvergiert f.i. punktweise gegen f.

Beweis. Sei {9}, eine Folge von Treppenfunktionen mit klim If — ¥xll1 = 0, und

wende Bemerkung 7.3 auf die Folge { fx}r = {¢x }x an.
Q.E.D.

7.2 Der Banachraum L!(R")

Wir haben gesehen, dass || - ||; keine Norm auf £(R") ist, da N := {f € L' : ||f|l, =
0} # {0}. N bildet jedoch einen linearen Teilraum von L'. Wir definieren daher nun
L*(R™) als den Faktorraum

L' = L'(R™) := L' (R™)/N.
Die Elemente von L'(R") sind die Nebenklassen [f] = f+N, mit f € £'. Dies sind
iibrigens offenbar gerade die Aquivalenzklassen der folgenden Aquivalenzrelation auf
L

f~yg, falls f=g fi..

Durch Ubergang von £ zu L' ,identifizieren® wir also zwei Funktionen f und g,
wenn sie f.i. gleich sind. Da || f]|; = ||g]1, falls f ~ g, ist durch

If+Nll= 1l , e L

daher eine Halbnorm auf L' wohldefiniert. Tatsichlich ist dies sogar eine Norm,
denn ist ||f + N1 = 0, so ist ||f|ly = 0, also f € N und somit f + N = N das
Nullelement in £'/N.

Der Satz von Riesz-Fischer impliziert nun

Theorem 7.5. (L'(R™), || - ||1) ist vollstindig, d.h. ein Banachraum.
Definition. Ist [f] = f+N € L'(R"), so definieren wir das Integral von [f] durch

/[f]dx ::/fda:.

Nach Satz 6.6 ist dies wohldefiniert.
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7.3 Der Satz von der monotonen Konvergenz

Theorem 7.6 (B. Levi). Es sei{ fi}x eine monoton wachsende Folge integrierbarer
Funktionen auf dem R™ mit Werten in RU{oc} derart, dass die Folge der Integrale
{[ frdx}y beschrinkt ist. Dann ist die punktweise gebildete Grenzfunktion

fi= lim fi = sup fi
k—o0 k

fdr = lim [ fudz.
fre=Jum |

Beweis. Die Folge der Integrale ist monoton wachsend und beschrénkt, also kon-
vergent. Insbesondere ist sie eine Cauchy-Folge. Sei € > 0. Dann gibt es somit ein
N € N so, dass fir N </ <k

= siin =] [ e~ [ guas] <

Fiir k > (st aber || fi, — felli = [(fi — fe)dx, so dass folglich {fx} eine L*-Cauchy-
Folge in £! ist. Nach dem Satz von Riesz-Fischer besitzt sie einen L!'-Grenzwert
f € £, und nach Bemerkung 7.3 gibt es eine Teilfolge {fx, }v, welche f.ii. punktweise
gegen f strebt. Somit ist f = f f.ii. . Damit ist auch f integrierbar, und nach Riesz-

Fischer ist
/ fde = / fdx = lim [ fida.

Wir betrachten zwei Anwendungen dieses Satzes.

integrierbar, und es gilt

Q.E.D.

Definition. Sei A C R”. Unter einer Ausschopfung von A verstehen wir eine
aufsteigende Folge
AQCA1CA2C"'

von Teilmengen Ay, C A mit A = |J Aj. Wir schreiben dann auch A, 1 A.
k=0
Ist {Ag} eine Ausschopfung von A, so konvergiert offenbar die Folge der Indikator-

funktionen {14, }» monoton gegen 1 4.

Korollar 7.7 (Integration durch Ausschépfung). Sei f eine numerische Funk-
tion auf A C R", und sei {Ay}r eine Ausschopfung von A derart, dass f iber jedes
Ay integrierbar ist. Dann ist f iber A integrierbar genau dann, wenn die Folge der

Integrale [ |f|dx beschrinkt ist. In diesem Fall ist
Ay

fdx = hm fdx
/
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Beweis. Nach Satz 4.3 ist mit f auch |f]| iber A integrierbar, und es gilt

A/ = [ 1flacde < [ 17lade = A/ flda,

d.h. die Folge { f | f|ldz}y ist beschrinkt.

Sei nun umgekehrt die Folge der f | f|dx beschrankt. Nach eventueller Abédnderung
k

von f auf einer Nullmenge (vergl. Kapitel 6) diirfen wir f 0.B.d.A. als komplex
voraussetzen, und dann nach Korollar 4.5 sogar als reell und nicht-negativ.

Sei also 0.B.d.A. f > 0. Dann ist f4 die punktweise Grenzfunktion der monoton
wachsenden Folge { fa, }x, deren Integrale beschriankt sind. Nach dem Satz von der
monotonen Konvergenz ist daher f, integrierbar, und

/fdx:/fAda::klim/fAkdm:klim/fdx.
A Ag
Q.E.D.

Korollar 7.8. Seien I € R ein beliebiges Intervall und f € C(I,C). Dann ist f iber
I Lebesgque-integrierbar dann und nur dann, wenn das uneigentliche Riemannsche
Integral von | f| iber I konvergiert. In diesem Fall stimmen das Lebesguesche Integral
und das uneigentliche Riemannsche Integral von f diber I tiberein.

Beweis. Sei z.B. I =|a,b[, mit a € RU {—o0}, b € RU {+o0} (der Fall eines
kompakten Intervalls ist nach Satz 4.7 klar, und der Fall eines halboffenen Intervalls
kann &hnlich wie der eines offenen behandelt werden).

Sei {[ak, bi|}x eine Ausschopfung von ]a, b[ durch kompakte Intervalle. Nach Satz 4.7

ist dann
= [ W |d:c—/\f )ldz.

[ak,bk]

Nach Korollar 7.7 existiert daher [ fdz genau dann, wenn die Folge {Iy};
Ja,b]
b

beschrinkt ist, d.h. wenn das uneigentliche Riemannsche Integral [ |f(z)|dz =

k
klim [ 1f(2z)|dx existiert. Ferner gilt in diesem Fall

b

/fd:r = lim / fdz = hm/fdx—/fdx

la,b[ [flk bi] a
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Q.E.D.

Bemerkung. Aus der Existenz des uneigentlichen Riemannschen Integrals einer
stetigen Funktion folgt nicht in jedem Fall deren Lebesgue-Integrierbarkeit.

o
Beispiel 7.9. [ =% dx existiert im uneigentlichen Sinne. Die Funktion f : x +—

—00
sinz

*% ist jedoch nicht Lebesgue-integrierbar iiber R, da ihr Absolutbetrag nicht unei-
gentlich tiber | — 0o, 0o Riemannsch integrierbar ist.

Man sieht namlich leicht, dass Konstanten C;,C5 > 0 existieren so, dass fiir alle
geniigend groflen N € N

Nm N
sin 1
dx > C —>Chlog N
/ T ‘ZE_ 1;145_ 2708
—Nm -

gilt. Andererseits ldsst sich f durch f(0) := 1 stetig in die 0 fortsetzen und wird
damit zu einer stetigen, gerade Funktion auf ganz R. Um zu zeigen, dass das unei-

gentliche Integral von f iiber R existiert, geniigt es daher zu zeigen, dass [ % dx
w/2

als uneigentliches Integral existiert. Mittels partieller Integration erhélt man aber

fiir jedes N >

SInx COS COS T
do = 288 d
/ z N / 2
w/2 w/2

und der erste Term auf der rechten Seite strebt fiir N — oo gegen 0, wihrend das

%) N [e%¢)
Integral [ %% dz absolut konvergent ist, da [ |<%%|dx < [ L dx < oo, und
w/2 w/2 w/2

somit nach Korollar 7.8 als uneigentliches Riemannsches Integral existiert.

Ist I = (a,b) ein Intervall mit den ,Endpunkten“ a € RU {—o0},b € RU {c0}, so
schreiben in Zukunft oft auch wieder fab f dz anstelle von |, | A

8 Lebesgue-messbare Mengen und das Lebesgue-
Maf3

Definition. Eine Teilmenge A C R" heie Lebesgue-messbar (kurz: messbar),
wenn jede iiber den R™ integrierbare Funktion auch {iber A integrierbar ist, d.h.
wenn aus f € LY(R") stets f4 € LY(R"™) folgt.
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Wir werden spéter ,,anschaulichere” Charakterisierungen der Messbarkeit einer Men-
ge herleiten. Fiir beschrinkte Mengen liefert der folgende Satz bereits eine einfachere
Charakterisierung.

Satz 8.1. FEine beschrdinkte Menge A C R™ ist genau dann messbar, wenn ihre
Indikatorfunktion 1 4 integrierbar ist, d.h. wenn die Menge A integrierbar ist.

Beweis. Sei () ein kompakter Quader mit A C (. Als Treppenfunktion ist 1o
integrierbar.
Ist nun A messbar, so ist folglich (1g)a = 14 integrierbar.
Ist umgekehrt 1 4 integrierbar und f € £!(R"), so ist nach Satz 4.4 (iii) die Funktion
1af = fa integrierbar.

Q.E.D.
Der Beweis von Satz 8.1 zeigt zudem, dass jede integrierbare Menge messbar ist.

Definition. Sei A C R™ messbar. Ist die Menge A integrierbar, so hatten wir bereits
das Volumen v(A) definiert durch

v(A) = v, (A) ::/Ald”x:/n]lAdx.

Ist A nicht integrierbar, so setzen wir v(A) := 00. v, (A) heiBt das n-dimensionale
Volumen oder das Lebesgue-Maf} von A. Im Fall n = 2 nennt man vs(A) auch
den Flacheninhalt von A.

Definition. Sei A C R™ messbar. Mit £!(A) bezeichnen wir den C-Vektorraum aller
tiber A integrierbaren numerischen Funktionen f: A — C U {o0}.
Offenbar ist

LYA) = {fla: f € LR}

L'(A) wird mit der Halbnorm

F o 1l = / f(@)|dx

versehen. Die Konvergenzsitze aus Kapitel 7 iibertragen sich dann unmittelbar auf
iiber A integrierbare Funktionen, indem man f € £!(A) die Funktion f4 € £'(R")
zuordnet.

8.1 Die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen im R”

Es bezeichne 9t = 9™ die Menge aller Lebesgue-messbaren Teilmengen des R™.

Definition. Sei X eine nichtleere Menge. Ein System .4 C PB(X) von Teilmengen
von X heifle o-Algebra (in X), falls gilt:
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(01) X € A
(02) Ac A= A°= X\ A€ A

(03) fiir jede Folge { Ay} von Mengen in A liegt (J A in A.
k=0

Satz 8.2. O™ bildet eine o-Algebra in R".

Beweis. (01) ist trivial.

Sei nun A € M. Ist f € L1, so ist also f4 € L, folglich auch f4c = f — f4. Somit
ist auch A° € 9, womit (02) bewiesen ist.

Um (03) zu beweisen, zeigen wir zuerst, dass mit A, B € 9t auch AU B € 9 ist.
Sei f € L', wobei wir 0.B.d.A. nach Korollar 4.5 f > 0 annehmen diirfen. Dann
sind fga, fg € L1, folglich auch |f4 — fg| € £, und damit nach Korollar 4.5 fi,p =
max(fa, fg) € L. Damit ist AU B € 9.

Per Induktion folgert man hieraus, dass endliche Vereinigungen messbarer Mengen
messbar sind.

k
Sei schlieBlich { A}y eine beliebige Folge in 1. Dann ist By, := |J A; € 9 fiir jedes
=0

k € N, und die Folge { By}, bildet eine Ausschopfung der Menge A := [J Ax. Sei
k=0
f € LYR™). Da

/|f|d{£§/|f|dl’ Vk € N,
Apg

R

ist nach Korollar 7.7 die Funktion f {iber A integrierbar. Somit ist A € 9.
Q.E.D.

Der folgende Satz gilt insbesondere fiir 4 = M
Satz 8.3. Sei A eine o-Algebra in X. Dann gilt:
(i) 0 e A;
(1) A Be A= A\ Bec A;

(111) fir jede Folge { Ax}y in A ist ﬁ A, € A
k=0

Beweis. Mittels der folgenden Identitdten ist dies eine direkte Konsequenz aus
(c1)—~(03):

1. 0
2. QAk = (UAD

k

= XC’
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3. A\B=AnB"

Q.E.D.

Wir zeigen als néchstes, dass jede offene Menge messbar ist. Es bezeichne dazu fiir
a=(ay,...,a,) € R"und r > 0 W,.(a) den achsenparallelen kompakten Wiirfel

Wy(a) :=[ay —ryay + 7] X ... X [a, —rya, + 7).

Lemma 8.4. Jede nichtleere offene Teilmenge U C R™ ist eine Vereinigung abzdhl-
bar vieler kompakter Wiirfel Wy, Wy, W3, ..., welche hichstens Randpunkte gemein-
sam haben.

Beweis. Fiir k£ € N bezeichne W, die Menge aller ,,dyadischen “ Wiirfel der Gestalt
W=1I1x...x1I, mit I, = [m, 27" (m, + 1)27*]

und m, € Z, fir v =1,...,n. Man zeigt dann leicht die folgende Eigenschaft:

(%) Ist W € Wy, W' € W; mit k > j, so schneiden sich W und W’ entweder
hochstens in Randpunkten, oder es ist W C W’ (Ubung).

Wir wéahlen nun rekursiv Wiirfel aus wie folgt:

Sei Wy die Menge aller Wiirfel W € W, mit W C U. Sind die Teilmengen Wy C W,
bis W;_; C Wy_1 bereits gewéhlt, so sei W, die Menge alle Wiirfel W € W, fiir
die gilt:

(%) W C U, und W ist in keinem der Wiirfel W’ aus Wy U ... UW;_; enthalten.

Sei dann W := |J W;. Die Menge aller Wiirfel aus W ist dann offenbar abzéhlbar,
k=1
da dies fiir jedes W, gilt, und nach (%) und (xx) schneiden sich je zwei der Wiirfel

aus W hochstens in Randpunkten.

Die Wiirfel aus W iiberdecken aber auch U, denn ist x € U, so gibt es wegen

der Offenheit von U mindestens ein £ € N sowie dazu einen Wiirfel W € W, mit

x € W C U. Wéhlt man k£ minimal mit dieser Eigenschaft, so ist W € W;; C W.
Q.E.D.

Bemerkung. Ersetzt man in obigem Argument die kompakten Wiirfel durch halb-
offene Wiirfel der Gestalt

lag —r a1 +r] x ... X]|a, —r a, +7],

so erhélt man mit demselben Argument
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Lemma 8.5. Jede nichtleere offene Teilmenge U C R™ ist eine abzihlbare Vereini-
gung halboffener Wiirfel Wy, Wy, W3, ..., welche paarweise disjunkt sind.

Da jeder kompakte Wiirfel messbar ist, ist nach Satz 8.2 und Lemma 8.4 jede offene
Menge Lebesgue messbar, und nach Satz 8.3 damit auch jede abgeschlossene Menge.

Definition. Sei X eine nichtleere Menge, und I C P(X). Bezeichnet ) = )

die Menge aller o-Algebren in X, welche K enthalten, so ist o(KC) := [ A eine
AeX
o-Algebra, welche K enthélt, und zwar offenbar die kleinste solche o-Algebra. o(K)

wird als die von K erzeugte o-Algebra bezeichnet. (Beachte, dass P(X) € X, so
dass X #0.)

Ist 7 C P(X) eine Topologie auf X, so heifit ¢(7") die o-Algebra der Borelmen-
gen in X. Wir bezeichnen die o-Algebra der Borelmengen im R"”, d.h. die von den
offenen Mengen erzeugte o-Algebra, mit B = B".

Korollar 8.6. 9 enthalt die o-Algebra der Borelmengen im R™, wie auch samtliche
Lebesqueschen Nullmengen, d.h., BUN C 9.

Beweis. Da B von den offenen Mengen des R™ erzeugt wird und diese in 91 liegen,
ist B C 9. Ferner ist fiir jede Nullmenge N die Indikatorfunktion 1, integrierbar,
also N € .

Q.E.D.
Damit stellen sich ,;sehr viele“ Mengen als messbar heraus.

8.2 Eigenschaften des Lebesgue-Mafles
Satz 8.7. Sei {Ay}r eine Ausschipfung des R™ durch integrierbare Mengen, z.B.

Ay = [—k,k]". Dann ist die Menge M C R"™ messbar genau dann, wenn M N Ag
integrierbar ist fir jedes k € N, und es gilt in diesem Fall
v(M) = ]}LIEOU(MH Ar) = || Ta])1- (8.1)

Beweis. Sei M messbar. Da 1,4, integrierbar ist, ist (L4, )y = La,nn integrierbar,
d.h. A, N M ist eine integrierbare Menge fiir jedes k € N.
Ist umgekehrt M, := A, N M integrierbar fiir jedes k € N, so ist M} und damit auch
M = |J M), messbar. Ferner ist nach Satz 4.3

k

o(My) = / Lag, do = [[Lag, [ < [l arll.

Ist M integrierbar, so ist || 1|y = v(M), und andernfalls ist v(M) = oo, d.h. es
folgt stets
v(My) < min(u(M), [Tlr)-
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Ist nun die Folge {v(Mj})} unbeschrankt, so folgt im v(My) = oo = v(M) = |[1 ][4,
und andernfalls ist nach Korollar 7.7 (Ausschopfungsprinzip) die Funktion 1 {iber
M integrierbar und v(M) = [ 1dx = Jim [ 1dz = Jim v(My).

M —00 M, —00

Q.E.D.

Korollar 8.8. M C R" ist integrierbar genau dann, wenn M messbar ist und
||]1M||l < Q.

Beweis. Die eine Richtung ist klar. Ist umgekehrt M messbar und ||1,||; < oo, so

ist (M) = || 1|1 < oo, also, per definitionem, notwendig M integrierbar.
Q.E.D.

Satz 8.9. (a) v(0) =0.
(b) Sind A, B € M und ist A C B, so ist v(A) < v(B).

(c) Ist {Ay}i eine Folge in MM so, dass fir i # j der Durchschnitt A; N A; stets
eine Nullmenge ist, so ist

v({J A =D v(Ap).

(d) Sei {Ay}i eine absteigende Folge integrierbarer Mengen, d.h.

A()DAlDAQD... .
Ist A= () Ag (kurz: Ay | A), so gilt
k=0

v(A) = lim v(Ag).

ko0
Beweis.
(a) Da 1y =0, ist v(0) = 0.
(b) Folgt wegen 1,4 < 15 sofort aus (8.1).

(c) Gibt es ein kp € N mit v(Ayg,) = o0, so ist die Behauptung nach (b) klar.

Es seien daher 0.B.d.A. alle Mengen A, integrierbar. Fiir zwei integrierbare
Mengen A, B, deren Durchschnitt einer Nullmenge ist, gilt aber nach Korollar
6.7

o(AUB) = / 1dmz/1dm+/1dx:v(A)+v(B).

AUB



8 LEBESGUE-MESSBARE MENGEN UND DAS LEBESGUE-MASS 42

Induktiv folgert man daraus, dass (c) fiir endlich viele Mengen Ay, . .., A gilt.
Setze nun
Bk ZIA(]U...UAk.

Dann ist

v(Bo) = 3 u(A)).

=0
Ferner bilden die By eine Ausschopfung von A := J A;. Nach Satz 8.7, oder
=0

J
genauer dessen Beweis, ist daher

v(A) = lim v(By) = Zu(Aj).

(d) Ubung.
Q.E.D.
Definition. Sei A eine o-Algebra in der nichtleeren Menge X. Eine Abbildung
p: A — [0, 00]

heife Maf3 auf A, wenn gilt:

(M1) (D) = 0;
(M2) fiir jede Folge { A}, paarweise disjunkter Mengen aus A ist

p(lJAn) =D (A (o — Additivitit).
k=0 k=0

Satz 8.9 zeigt insbesondere, dass das Lebesgue-Mafl v = v,, ein Maf§ auf der o-
Algebra O™ ist.

Beispiel 8.10. Das Cantorsche Diskontinuum C'.

Wir hatten in Aufgabe 2.2 das Cantorsche Diskontinuum C wie folgt definiert:

Sei Ay := |J [2k, 2k + 1], und, fir n € N, A, := 3%/10 =U [g—’f, 2’;[1} sowie
kEZ kEZ

Cn:=AoN...NA,NI[0,1].

Dann ist C':= [ C,.
n=0
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Satz 8.11. C besteht aus allen Zahlen der Gestalt

r= Zaj?)_j mit a; € {0, 2}.

=1

Insbesondere besitzt C also die Mdichtigkeit des Kontinuums R, und ist dennoch eine
Nullmenge in R.

Beweis. Wir beweisen zunéchst folgende Charakterisierung der Mengen C,, aus der
sich die erste Behauptung des Satzes unmittelbar ergibt:

Co = 1[0, 1], und fiir n > 1 ist
c.= |J .

0e{0,1}n
wobei fiir § = (dy,...,d,) € {0,1}" die Menge C? aus allen Zahlen x = 3 a;37
j=1
bestehe mit
a; =201,...,a, =20,, und qa; € {0,1,2} fir j > n+1,
d.h.,
Co=[2) 6;37,2) 637 +37]. (8.2)
j=1 j=1
Dazu setzen wir C,, := |J C?. Die Inklusion C? C C, ist offenkundig. Die

6e{0,1}"

umgekehrte Inklusion C° C C,, beweisen wir per Induktion nach n :

Fiir n = 0 ist dies klar. Unter der Annahme, dass C,, = C,, gilt, wollen wir nun zeigen,
dass auch C, = C'n+1 gilt. Sei dazu x € C, 1. Wir entwickeln z = > aj3_j , mit

j=1

a; € {0,1,2}, wobei wir 0.B.d.A. annehmen diirfen, dass die a; nicht alle ab einem
gewissen Index jj gleich 2 sind. Da x € C,, ist, gibt es laut Induktionsvoraussetzung
ein § = (01,...,0,) € {0,1}" so, dass a1 = 26y, ...,a, = 20,. Zudem ist v € A, 1,
sodass ein k € {0,..., (3" —1)/2} existiert mit

(8.3)

2k 2k +1
T < 3n+1’ 3n+1

Folglich ist
3w =263 +an +,

J=1
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mit y ;= > ;3" so dass offenbar y < 1 (nutze Abschitzung durch geometri-
j=n+2

sche Reihe, und die Voraussetzung, dass nicht alle a; < 2 gleich 2 sind). Wére nun

Any1 = 1, so wire damit 3"z von der Gestalt 3"z = 2/ + 1+ y, mit [ € N, im

Widerspruch zu (8.3). Folglich ist any1 = 20,41, mit 6,41 € {0, 1}, und setzen wir

§:= (01,00, 0p11) €{0,1}" s0ist © € C; C Chyr.

Die Identitiit (8.2) zeigt zudem, dass C? ein Intervall der Liinge 37" ist. Die Intervalle
C? sind fiir festes n paarweise disjunkt, so dass

2 n
v1(Cp) = Z v (C0) =2". 37" = (g) .
6e{0,1}n
Offenbar gilt C,, | C, und es folgt

’Ul(C> = lim Ul(Cn) =0.

n—oo

Q.E.D.

9 Das auBere Mail

In Analogie zur Definition der L!'-Halbnorm machen wir fiir Mengen die folgenden

Definitionen. Sei A C R"” eine beliebige Menge.

(i) Ist S = {Q : k € N} eine Uberdeckung von A mit abzihlbar vielen offenen
Quadern )y, so definieren wir deren Inhalt durch

o0

I(S) = > v(Qu).

k=0
(ii) Das duflere Maf3 von A ist definiert als
v*(A) :=inf I(95),

wobei das Infimum iiber alle Uberdeckungen S von A des obigen Typs gebildet
wird.

Offenbar gilt
v*(A) <v*(B), falls A C B. (9.1)

Satz 9.1. Sei U C R™ offen. Dann ist v*(U) = v(U).
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Beweis. Sei S = {Qi}x eine Uberdeckung von U mit offenen Quadern (. Dann
gilt

w(U) < ol Jow) = Myl < > Lol
= > 0(Qk) =1(9).
k

Hieraus folgt v(U) < v*(U).
Um die umgekehrte Ungleichung zu beweisen, wéhlen wir nach Lemma 8.4 eine Fol-
ge kompakter Wiirfel {W}, mit U = |J W}, derart, dass je zwei Wiirfel hochstens

k
Randpunkte gemeinsam haben. Fiir ¢ # j ist also W N W; in einer endlichen Ver-
einigung von Hyperebenen enthalten, also eine Nullmenge. Mit Satz 8.9 folgt daher

v(U) = v(Wy).

Sei nun € > 0, und wéhle zu jedem k einen offeneq Quader Q) mit W, C @, und
v(Qr) < (1 + e)v(Wy). Dann ist S = {Qx}x eine Uberdeckung von U mit offenen
Quadern, mit Inhalt

108) = > " 0(@i) < Y- (1+e)u(Wy) = (1+€)o(U).
k

k
Also ist v*(U) < (1 +¢e)v(U) Ve > 0, d.h. v*(U) < v(U).
Q.E.D.

Satz 9.2. Sei A C R™. Dann gilt:

(i) v*(A) = inf{v*(U) : U C R" offen und A C U};

(ii) ||Lally = inf{v(U) : U C R"™ offen und A C U};

(iit) [[Lally = v*(A);

(iv) v*(A) =v(A), falls A meflbar ist.

Bemerkung zu Satz 9.2: (iii) zeigt insbesondere, dass A eine Nullmenge ist genau
dann, wenn v*(A) = 0.
Damit erhalten wir einen alternativen Beweis von Satz 6.2.

Beweis. Sei o := inf{v®)(U) : U C R" offen und A C U}. Nach Satz 9.1 ist

a = a*, so dass wir nur (i) und (ii) zeigen miissen.

(i) Ist A C U, U offen, so ist v*(A) < v*(U), also v*(A) < o™
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Ist nun v*(A) = oo, so folgt v*(A) = oo = a*. Sei daher v*(A4) < oo, und sei £ > 0.
Dann gibt es eine Uberdeckung S = {Qx}x von A durch offene Quader mit

> w(Qi) = I(S) <v*(A) + &

k

Setze U, :=|J Q. U. ist offen, enthilt A, und es gilt
k

vI(U) <) 0(@k) < v*(A) +e.

Damit folgt o* < v*(A) +¢ fiir alle ¢ > 0, also a* < v*(A).

(ii) Sei A C U, U offen, und sei S = {Qy} eine Uberdeckung von U mit offenen
Quadern. Dann ist & = )" 1, eine Hiillreihe zu 14 mit Inhalt I(®) = > v(Qx) =
F

k
I(S). Es folgt
[Tally < 1(S), also [[Lally < 0™ (U) = v(U).
Somit ist ||14]; < a.

Um die umgekehrte Ungleichung zu beweisen, diirfen wir ||14]|; < oo annehmen.
Sei e > 0, und sei ® = Y axlg, eine Hiillreihe zu 1,4 mit I(®) < [|14]]; + &. Fiir
k

jedes A > 0 ist dann die Menge
Uy:={x eR": ®(z) > \}

offen (warum?). Da ®(z) > 1 fiir x € A, folgt: A C U, fur alle A €]0, 1[. Ferner ist

19l <Y arllloul = 1(®) < [[Lalli +&,
k

und

1

Hieraus folgt |1y, |1 < $[|®|li < oo, d.-h. die Menge U, ist integrierbar. Damit
erhalten wir a < v(Uy) = ||1y, |1 < (||La]l1 +¢)/A fiir alle A €]0, 1] und € > 0. Dies
impliziert o < || 1 4]|1.

Q.E.D.

Wir koénnen nun eine rein ,mafitheoretische Charakterisierung der Lebesgue-
messbarkeit einer Menge herleiten. Diese wird iibrigens in Lehrbiichern oft als Defi-
nition der Messbarkeit verwendet.

Theorem 9.3. Die Menge A C R"™ ist Lebesque-messbar dann und nur dann, wenn
es zu jedem € > 0 eine offene Teilmenge U C R™ gibt mit A C U und v*(U\ A) < e.
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Beweis. Erfiillt A die angegebene Bedingung, so gibt es zu jedem k € N* eine offene
Teilmenge Uy mit Uy, D A und v*(Uy \ A) < 1/k. Sei dann

B::ﬂUk.
k

B ist messbar, und aus B\ A C Uy \ A folgt
v (B\A) <v"(Ug\ A) < 1/k VE,

also v*(B\ A) = 0. Damit ist B\ A nach Satz 9.2 eine Nullmenge, insbesondere also
messbar. Es folgt
A=DB\ (B\A) ist messbar. (9.2)

Sei umgekehrt A messbar, und sei € > 0. Sei ferner { By}, eine Ausschopfung des R”
durch integrierbare offene Mengen, z.B. By = By11(0). Nach Satz 9.2 gibt es dann
zu jedem k € N eine offene Menge U, mit A N B, C Uy und

'U(Uk) — 52_k_1 < ’U*(A N Bk) = ’U(A N Bk)
Setze U := |JUy. Dann ist A C U, und es gilt
k

o(UNA) = o U\ 4) <o((JUi\ (AN By))

k k

< D U \(ANBy) =) (0(Us) = v(AN By))

k k
< i e2 k1 =¢
k=0
da Uy und A N By, messbar sind. Somit ist U \ A integrierbar, folglich
v'(U\NA) =v(U\A) <e.
Q.E.D.

Korollar 9.4. 9" ist die von den Borelmengen und den Nullmengen im R™ erzeugte
o-Algebra.

Beweis. Sei A die von den Borel- und Nullmengen erzeugte o-Algebra. Nach Ko-
rollar 8.6 ist A C 9. Formel (9.2) zeigt aber, dass auch 9t C A ist.
Q.E.D.
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10 Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles
und Vitalis Beispiel einer nicht Lebesgue-
messbaren Menge

Satz 10.1. Seien f € L}(R™), a € R™. Dann ist auch die um a verschobene Funktion
Aof mit \of(x) := f(x — a) integrierbar, und es gilt

/)\afdx:/fdx. (10.1)
i

Rn

Beweis. Fiir jeden Quader Q C R” ist v(Q) = v(a + Q). Da A\, 1g = 1,4¢ ist,
gilt die Behauptung somit fiir f = 1, folglich wegen der Linearitét des Integrals
auch fiir jede Treppenfunktion f. Analog sieht man, dass der Inhalt von Hiillreihen
translationsinvariant ist, womit folgt:

[Aaglle = llglls

fiir jede numerische Funktion g.
Sei nun {yy }x eine Folge von Treppenfunktionen mit lim || f — ¢g|[; = 0. Dann folgt
lim [ Ao f — Aarlli = 0, dh. Ao f € LY(R™), und

/)\afda?:klim/)\aapkdx:klim/gpkda?:/fdx.

Q.E.D.
Korollar 10.2. Ist A C R™ messbar, so ist auch a + A € M, und es gilt
v(a+ A) = v(A).
Beweis. Folgt sofort aus Satz 10.1 und Satz 8.7.
Q.E.D.

Betrachte nun die Menge aller Nebenklassen r + Q, r € R, in R/Q. Unter Verwen-
dung des Auswahlaxioms wihlen wir aus jeder Nebenklasse [r] = r+Q einen Punkt
z = s([r]) € [0,1] aus (d.h. s : R/Q — [0, 1] ist eine Funktion mit s([r]) € [r] fir
alle [r] € R/Q). Sei

X :={s([r]) : [r] € R/Q} C [0, 1].

Satz 10.3. X ist nicht Lebesgue-messbar.
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Beweis. Sei qo, q1, ¢2, . . . eine Abzéhlung von Q N [—1, 1], und setze

oo

A=+ X).
k=0

Dann ist [0, 1] C A, denn:

Ist y € [0,1], und ist x := s(y + Q) € [0,1], so ist y — 2z € QN [—1,1], d.h. es gibt
ein ke Nmity—x =q. Esfolgt y=q1. +x € A.

Wiére nun X € 9, so nach Korollar 10.2 auch g, + X, und es wire

U1<Qk—|—X):U1(X) Vk € N.

Da die Mengen ¢ + X paarweise disjunkt sind, folgt
vi(A) =) ulg+X)=> vi(X).
k=0 k=0

Die rechte Seite ist entweder 0 (falls v1(X) = 0), oder oo (falls v1(X) > 0).
v1(A) = 0 ist jedoch nicht mdoglich, da [0,1] C A, und v;(A) = oo ebenfalls nicht,
da A beschrankt ist.

Damit gelangen wir zu einem Widerspruch, und folglich ist X & 9.
Q.E.D.

11 Messbarkeit von Funktionen. Lemma von Fa-
tou

Definitionen.

(i) Fur A € R sei |\, 00] :=]A, 0o[U{oo}. Eine Funktion f : R" — R U {oo} heifle
Lebesgue-messbar (kurz: messbar), wenn die Menge

A o0)) ={z € R™: f(z) > A}

Lebesgue-messbar ist fiir jedes A € R.

Eine numerische Funktion f : R" — C U {oo} heifle (Lebesgue-)messbar,
wenn ihr Realteil und ihr Imaginérteil messbare Funktionen sind. Da

F7H{oe}) = () £ (ks 00)),

ist f:R" — R U {oo} offenbar genau dann messbar, wenn gilt:

F({oo}) € M und fH(A, o0]) €M VA eR. (11.1)
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(ii) Eine komplexe Funktion f : R™ — C heifle Borel-messbar, wenn gilt:

f71(U) € B fiir alle offenen Teilmengen U C C.

Offenbar ist jede stetige Funktion f € C'(R", C) Borel-messbar. Ferner gilt

Satz 11.1. Die komplexe Funktion f ist genau dann Borel-messbar, wenn ihr Re-
alteil und thr Imagindrteil dies sind. Insbesondere ist jede komplexe, Borel-messbare
Funktion Lebesgue-messbar.

Beweis. Ubung.
Offenkundig sind also alle stetigen Funktionen auf dem R"™ messbar.

Die obigen Betrachtungen zeigen, dass wir uns bei der Untersuchung der Messbarkeit
von Funktionen stets auf den Fall reeller Funktionen beschrdnken diirfen.

Lemma 11.2. Die folgenden Eigenschaften einer reellen Funktion auf dem R™ sind
dquivalent:

(i) f ist messbar.

(ii) f~Y(U) € M fiir jede offene Teilmenge U C R.
(111) f~H(A) € M fiir jede abgeschlossene Teilmenge A C R.
(iv) f~(I) € M fiir jedes Intervall I C R.

Beweis. (i) = (ii). Sei f messbar. Da f~1(A\ B) = f~1(A) \ f~Y(B) ist, gilt fiir
AL < Ag wegen ])\1, )\2] :])\1, OO]\])\Q, OO]I

f_l(]>\1, )\2]) eM fir alle AL < Ao

Nach Lemma 8.5 gibt es aber abzéhlbar viele, paarweise disjunkte Intervalle I}, =
lag, bg] in U mit U = | I;. Es folgt
k

(ii) = (iii) Da R\ A offen ist, folgt dies aus

FHA) =R\ TR A).

(iii) = (iv). Folgt aus I = I \ E, wobei E eine endliche, also abgeschlossene Menge
ist.
(iv) = (i) ist klar.
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Q.E.D.

Definitionen. Sei {f;}r eine Folge von Funktionen auf dem R™ mit Werten in
R U {oo}. Wir definieren Funktionen

sup fx, ir]if fr, limsup fx, lilgn inf f},
k —00

k—o0

wie folgt:

(sgp fk)(iE) = sgp{fk(x) ik € N}, <i%f fk> (x) = i%f{fk(x) :k € N},

limsup fi := inf(sup fi), liminf f := sup(inf fz).
k—oo J k> k—oo j k=2J

Hierbei sei das Infimum einer nach unten unbeschrénkten Teilmenge von R U {oo}
zu oo gesetzt. Beachtet man, dass —oo = oo ist, so zeigt man leicht:

Lemma 11.3. Die Folge {fi}r konvergiert genau dann punktweise f.i. gegen eine
f.i. endliche numerische Funktion f, wenn fir f.a. x € R™ gilt:

limsup fx(z) = lign inf fy(z) e R .

k—oo

In diesem Fall gilt ferner

f=limsup fr = li}gn inf fr, f.. (11.2)

k—oo

Beweis. Ubung.

Satz 11.4. Sei {fi.}x eine Folge messbarer Funktionen fi, : R" — R U {oco}. Dann
sind auch die Funktionen

sup fr, i%f fr, limsup fx, 1i]£n inf f},
k —00

k—o0

messbar.
Konvergiert insbesondere die Folge { fx}r punktweise f.i. gegen eine Grenzfunktion
f, so ist auch f messbar.

Beweis. Sei A € R. Dann ist

{z: s%p fr(x) > A} = U{x fe(x) > A} € M.
k

Damit ist sup fr messbar. Mit f ist offenbar auch —f messbar. Da
k

iflif fe = —sup(—fr),
K
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ist folglich auch inf fr messbar.

Damit folgt ebenfalls die Messbarkeit der Funktionen hm sup fr und hm 1nf fr. Mit

(11.2) erhalten wir schliefllich auch die Messbarkeit von f falls die fk punktwelse

f.ii. gegen f konvergieren.
Q.E.D.

Wir stellen schliefilich noch einige Rechenregeln fiir den Umgang mit messbaren
Funktionen zusammen. Basis dafiir ist der folgende

Satz 11.5. Sind f,g: R" — R U {oo} messbare Funktionen, so ist die Menge
{f>g}={zeR": f(z) >g(z)}
messbar.

Beweis. Sei {7} }ren eine Abzihlung der rationalen Zahlen. Dann ist

{(r>gt=UJlr>n>g=UJdr>ntn{g<nd)

messbar.
Q.E.D.

Satz 11.6. (i) Seien f,g: R"™ — CU{oo} messbar. Dann sind auch die Funktio-
nen f+g, f-g und f/g messbar (hierbei sei % := oo gesetzt, falls g(x) =0).

(ii) Ist f: R"™ — C messbar und ® : C — C stetig, so ist & o f messbar.

Beweis. (i) Ubung.
(i) Seien 0.B.d.A. f und g reell. Da nach (ii) (oder auch Lemma 11.2) mit g auch
die Funktion A — g messbar ist fiir jedes A € R, ist nach Satz 11.5

{frg>A={f> -y}

messbar. Somit ist f + g messbar.
Mit f ist aber auch f? messbar. Wegen

1
fr9=5f+9°-f =9
ist dann auch f - g messbar.

Die Messbarkeit von f/g sei als Ubung gelassen.
Q.E.D.
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Theorem 11.7. Sei f : R" — C U {oo} eine numerische Funktion. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(a) f ist Lebesque-integrierbar.
(b) f ist Lebesque-messbar und || f]l; < oc.

Beweis. (a) = (b). Ist f € £!, so ist || f||1 < oo. Ferner gibt es nach Korollar 7.4
eine Folge von Treppenfunktionen {py}y, welche punktweise f.ii. gegen f strebt. Da
Treppenfunktionen offenbar messbar sind, ist somit nach Satz 11.4 auch f messbar.

(b) = (a). Sei f messbar und ||f||; < oo. Indem wir f in Real- und Imaginérteil
zerlegen, und anschlieffend diese in ihre positiven und negativen Anteile, diirfen wir
0.B.d.A. annehmen, dass f > 0 ist.

1. Fall. Sei zunéchst f beschréankt.
Dann existiert eine Zahl M > 0 so, dass 0 < f < M. Sei k € N. Wir zerlegen das
Intervall [0, M| in 2% paarweise disjunkte Intervalle I, ..., I,x_; der Linge 27%M:

[0, M[=IyU...Uluy_4,
mit
I o= [j27FM, (j + 1)27*M].

Sei
A=), 7=0,1,...,2F - 1.

Die Mengen A; sind Lebesgue-messbar und paarweise disjunkt. Ferner gilt
G27FM LA, < fla, < (G+1)27F M1y, (11.3)

Damit folgt
1727 Mg,y < 1 fLallh < [If]l2 < o0,

so dass die Mengen A; fiir 7 > 1 nach Korollar 8.8 sogar integrierbar sind. Setze nun

2k 1 2k 1
£ = ng—kM]lAj = Zﬂ"fM]lAj. (11.4)
j=0 J=1

Nach (11.3) ist || f — frlleo < 27¥M, so dass die Folge { f; } insbesondere punktweise
gegen f konvergiert. Ferner sind alle f; integrierbar, und wegen fi < friq1 < f ist
[ fedz = felli < ||f]l1- Damit ist f nach dem Satz von der monotonen Konvergenz
integrierbar. Ferner gilt

/fdx:]}Lrgo/fkdm, (11.5)
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wobei
2k—1

/fk de =Y j27FMu(4;). (11.6)

2. Fall. Sei f unbeschréankt.

Fiir n € N setze dann fy := min(f, N). Dann ist fy messbar, und ||fx|l1 < ||f][1 <
oo. Da fy beschrénkt ist, ist somit fy integrierbar, und damit [ fydz < || f|.
Ferner wichst die Folge {fx}ny monoton und strebt punktweise gegen f. Der Satz
von Levi zeigt erneut, dass f integrierbar ist. Ferner ist

/fdx = A}i_rgodex. (11.7)

Q.E.D.

Bemerkung: In der Mafitheorie betrachtet man Mafle v auf beliebigen o- Algebren
A. Funktionen f, welche ,,A- mefibar“ sind, kann man dann mittels der Formeln
(11.5)-(11.7) ein Integral bzgl. des Maflies v zuordnen, d.h. man zieht diese Formeln
zur Definition des Integrals von f heran.

Korollar 11.8 (Majorantenkriterium). Sei f eine messbare numerische Funk-
tion auf dem R™. Gibt es eine integrierbare Funktion g auf dem R™ mit |f| < g, so
ist auch f integrierbar.

Beweis. Wegen || f||1 < ||lg]]1 < oo folgt dies sofort aus Theorem 11.7.
Q.E.D.

Theorem 11.7 und Korollar 11.8 liefern einfache Kriterien um zu tiiberpriifen, ob eine
Funktion integrierbar ist. Z.B. erhalten wir leicht folgende Verallgemeinerung von
Satz 5.1, welcher damit nachtréaglich bewiesen ist.

Korollar 11.9. Sei A eine integrierbare Teilmenge des R"™. Dann ist jede beschrdnk-
te stetige Funktion f : A — C tber A integrierbar.

Beweis. Die triviale Fortsetzung f4 ist messbar, denn ist U C C offen, so ist
f~YU) der Durchschnitt einer offenen Menge im R™ mit A, also messbar. Ferner ist
AN U) = f7HU) € M, falls 0 # U, und f,1(U) = f~HU) U (R™\ A) € M, falls
0 € U. Schliellich ist g := || f||coL 4 eine integrierbare Majorante fiir |f|. Somit ist f

nach dem Majorantenkriterium integrierbar.
Q.E.D.

Theorem 11.10 (Lemma von Fatou). Sei {fi}r : R* — R U {oo} eine Folge
reeller, integrierbarer numerischer Funktionen auf R™. Ferner gelte entweder

(a) fr >0 fir alle k € N und ligninfffk(at) dx < oo,
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oder

(b) die fi werden gemeinsam magorisiert durch eine integrierbare Funktion g €
LYR™), d.h. | fx| < g fiir alle k € N.

Dann ist die Funktion f := lilgn inf fi. integrierbar, und es gilt:

/(liﬁg}f fr)(x)dx < h]gr_l)(i)l;lf/fk(x) dzx.

Beweis. Wir setzen g; := 11€r>1f fr- Nach Satz 11.4 ist g; messbar, und es gilt g; < fi
j

fiir jedes k > j. Im Fall (a) ist daher lg;| < |fil, und im Fall (b) gilt |g;| < g. Mit
dem Majorantenkriterium sehen wir daher, dass in beiden Fillen g; integrierbar ist,
und ferner gilt

/gj dr < inf/f,.C dr < liminf/fk(x) dr < oo.
k>j k—o0

Ferner ist die Folge {g¢;}; monoton wachsend, und f = lim;_., g;. Die Behauptung
folgt daher unmittelbar, indem wir den Satz von der monotonen Konvergenz auf die
Folge {g;}; anwenden.

Q.E.D.

12 Der Satz von Lebesgue von der majorisierten
Konvergenz

Wir beweisen nun ein zweites wichtiges Kriterium fiir die gliedweise Integration einer
Folge integrierbarer Funktionen.

Theorem 12.1 (Satz von Lebesgue). Sei {fi}r eine Folge integrierbarer Funk-
tionen auf dem R™, welche punktweise f.i. gegen eine numerische Funktion f kon-
vergiert. Gibt es eine integrierbare numerische Funktion g auf R™ mit

|fel < g firalle k €N,

so ist auch f integrierbar, und es gilt:

[ t@yde =t [ fuge) ds

Beweis. Sei N' := {x € R" : g(z) = oo}. Nach Satz 10.3 ist N’ eine Nullmenge. Sei
ferner N” eine Nullmenge so, dass { fx(z)} fiir jedes © € R™\ N” gegen f(x) strebt,
und sei N := N’ U N”. Indem wir die Funktionen f, f und g auf der Nullmenge N
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abédndern und dort die Werte zu Null setzen, &ndern sich weder ihre Integrierbar-
keitseigenschaften noch ihre Integrale, und g bleibt weiterhin eine Majorante fiir die

| fr!-

Damit diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass alle vorkommenden Funktionen komplex
sind, und es geniigt sogar, den Fall reeller Funktionen zu behandeln. In diesem
Fall erhalten wir sofort aus dem Lemma von Fatou (Voraussetzung (b)), dass die
Funktion f := khi& fr = h,?l g}f fr integrierbar ist, und dass

/(hﬁg}f fr)(x)dz < h]ﬂg}f/ﬁf(m) dx

Ersetzen wir hierin f;, durch — f, so folgt wegen li}gn inf(—ay) = — lim sup a; ebenso

k—oo

- [timsup o) o < —timsup [ fi(o) da

k—oo k—oo

Insgesamt erhalten wir damit

/fdx = /(hmmffk)( )dx<hm1nf/fk

< limsup/f,.C /hmsupfk )dx:/fdx,
k—oo k—o0

liliriioglf/fk(:c)dmzlilgrig}f/fk(x)dx:/fdx.

Hieraus folgt die Behauptung.

also

Q.E.D.
Bemerkung: Ein analoger Satz gilt offenkundig auch fiir die Integration iiber eine
Teilmenge A des R”.
13 Parameterabhingige Integrale

Betrachte die folgende Situation:
Es sei T' ein metrischer Raum, sei A C R™ messbar, und sei

[T xA—=C, (tz)— f(t,z)
eine Funktion derart, dass fiir jedes feste t € T' die Funktion

t.f:A_)Ca l”—>f(t,l')
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iiber A integrierbar ist. Durch Integration in x € A kénnen wir die Funktion F :
T — C mit

Flt) ;:/ tf(x)d:c:/f(t,x)d:c (13.1)

A A
definieren. Derartige, von einem ,,Parameter” ¢ € T abhéngige Integrale treten in
vielen Kontexten auf, und man ist an Eigenschaften von F, wie z.B. Stetigkeit
oder Differenzierbarkeit (falls z.B. " C R™) interessiert. Die folgenden Sétze, wel-

che Anwendungen des Satzes von der majorisierten Konvergenz sind, geben héufig
zufriedenstellende Antworten.

Satz 13.1. f: T x A — C besitze die folgenden Figenschaften:
(a) Fir jedest € T sei (f tiber A integrierbar.
(b) Fiir jedes x € A sei f, : T — C, t— f(t,x), stetig auf T.
(c) Es gebe eine tiber A integrierbare Funktion g mit
|f(t,z)| < g(x) V(t,z)eT x A.
Dann ist die durch (13.1) definierte Funktion F stetig.

Beweis. Wir zeigen, dass F' Folgen-stetig ist. Sei dazu {t;}, eine Folge in T mit
klim ty =t € T. Setze dann f;, := , f: A— C, k € N. Die Funktionen f, sind iiber

A integrierbar und konvergieren nach (b) punktweise gegen ;f. Ferner ist g nach
(c) eine gemeinsame, integrierbare Majorante fiir die | fx|’s. Somit ist nach dem Satz
von Lebesgue

/ Fla)de = lim | fo(x) de,
A k—oo

d.h. es gilt
F(t) = lim F(ty).

k—oo

Q.E.D.

Satz 13.2. Sei T eine offene Teilmenge des R™, und f : T x A — C besitze die
folgenden Eigenschaften:

(a) Fir jedest € T sei (f tber A integrierbar.
(b) Fiir jedes x € A sei f, : T — C stetig differenzierbar.

(c) Es gebe eine tiber A integrierbare Funktion g mit

9 4 )

<g(x) V(t,x)eTxA, j=1,...,m.
ot;
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Dann ist die durch (13.1) definierte Funktion F : T — C stetig differenzierbar.
Ferner ist fir jedest € T und j € {1,...,m} die Funktion x — % (t,x) dber A
integrierbar, und es gilt

OF of

— (¢ t,x)dr VteT. 13.2

0= [ Sea e (132)
Beweis. Seien t € T und j € {1,...,n}. e; bezeichne den j-ten Vektor der kano-
nischen Basis des R™. Wéhle r > 0 so, dass B,(t) C T. Um zu zeigen, dass gTI;(t)

existiert, betrachte eine beliebige Nullfolge {hy}r in R\ {0} mit |hg| < r, und setze

f(t+ hpej, ) — f(t,2)
hy, .

fe(x) :=
Nach dem Mittelwertsatz und (c) gilt dann

|fu(z)| < g(x) VEeN.

Ferner ist f; iiber A integrierbar, und die Folge { fi},r konvergiert nach (b) punkt-
weise gegen %(t,m). Damit ist nach dem Satz von Lebesgue die Funktion gTJ;(t, )
J

iiber A integrierbar, und es gilt:

af(t r)dr = k—> /fH_hkej’ f(t’x)dx

4 Ot;

o Pl e = PR
k—oo hk

Da dies fiir jede Nullfolge {hy }x gilt, ist F' somit partiell nach der j-ten Koordinate
differenzierbar, mit Ableitung

OF of

8—15](t) O —(t,x) dz.

Wenden wir nun Satz 13.1 auf % an, so sehen wir, dass 2 stetig ist fiir jedes
J

8t
j=1,...,m, d.h. F ist stetig differenzierbar.
Q.E.D.

14 Integration iiber einen Produktraum

14.1 Der Satz von Fubini

Wir wollen hier eine weitreichende Verallgemeinerung des “Kleinen Satzes von Fu-
bini” (Satz 5.2) beweisen.
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Sei dazu wieder
X =R, Y: =R mitl<pg<n pt+qg=n,
so dass X x Y = R". Wir benétigen die folgende Aussage iiber Nullmengen.

Lemma 14.1. Sei A eine Nullmenge in X x Y. Dann gibt es in Y eine Nullmenge
N derart, dass fir jedesy € Y \ N die Schnittmenge

Ay ={reX:(z,y) € A}
eine Nullmenge in X ist.

Beweis. Sei ¢ > 0. Da v}(A) = 0 (vergl. Satz 9.2), gibt es zu ¢ eine Folge offener
Quader {Qy}x in X X Y mit

Ac|JQwund > v(@Qi) <e.
k k

Jeder Quader @)y ist das direkte Produkt Q) = Q) x Q) offener Quader @, C X
und Qf C Y, und es gilt:
Un (Qr) = vp(Q))vg(Qf)-

Firy € Y sei

a(y) = [[1a,ll = vp(4,y).
Wegen

Ty, ) Agr(y)ig,
k

gilt:

aly) <Y 0p(Q) Loy (v).

k

folglich

lally <) 0p(Q4)v,(QF) < e
k

Da dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt: ||a|l; = 0, d.h. a ist eine Nullfunktion auf Y. Nach
Satz 6.4 gibt es daher eine Nullmenge N C Y so, dass

a(y) = [[1a,lh =0 VyeY\N,

d.h. A, ist fiir alle y € Y\ N eine Nullmenge.
Q.E.D.

Ist f: X xY — CU{oo} eine numerische Funktion, so schreiben wir ab jetzt oft
auch f(z,-) anstelle von ,f und f(-,y) anstelle von f,.
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Theorem 14.2 (Fubini). Sei f eine integrierbare Funktion auf X XY . Dann gilt:

(i) Fiir jedes feste y € Y, ausgenommen eventuell die Punkte einer Nullmenge
N CY, ist die Funktion x — f(x,y) tiber X integrierbar.

(ii) Setzt man firy €Y \ N

P@%zéﬂ%wM,

und z.B. F(y):=0 firy € N, so ist F iiber Y integrierbar, und es gilt

/f@waawz/ﬂm@, (14.1)

XxY

. [ sawaen = [ ([ sy sy (14.2)

XxY

Beweis. 1. Fall. Wir betrachten zunéchst den Spezialfall einer integrierbaren Funk-
tion f > 0, zu der es eine aufsteigende Folge von Treppenfunktionen g, > 0 gibt so,
dass

fla,y) = lim gi(z,y)  V(r,y) € X xV.

Damit ist insbesondere fiir jedes y € Y die Folge {gx(-, )}« eine aufsteigende Folge
von Treppenfunktionen auf X, welche punktweise gegen f(-,y) strebt. Ferner ist
nach dem Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen

J([awnanay = [ awdey (14.3)

XxY

< /f(a:,y)d(x,y) Vk € N.

XxXY

Setze Gi(y) == [y gr(x,y)dz, y €Y.
Die {G\} bilden eine aufsteigende Folge von Treppenfunktionen auf Y, deren Inte-
grale nach (14.3) durch ||f||; beschrinkt sind. Nach dem Satz von der monotonen
Konvergenz konvergieren die Gy, somit punktweise gegen die integrierbare Funktion
G := sup Gy, und es gilt:

k

XxY

Jeway=lin [ = [t i), (14.4)



14 INTEGRATION UBER EINEN PRODUKTRAUM 61

wobei fiir die letzte Identitdt wieder (14.3) und der Satz von Levi (auf X x Y)
benutzt wurden.

Wiéhle eine Nullmenge N C Y so, dass G(y) < oo ist fiir alle y € Y\ N. Fiir jedes
y € Y \ N lédsst sich dann der Satz von Levi auf die Funktionenfolge {gx(-,vy)}x
anwenden. Damit ist fiir y ¢ N die Funktion f(-,y) integrierbar, und

F(y) = /f(x,y) dz = l}iggO/gk(x,y) dr = lim Gy(y).
X X

Setzen wir nun z.B. F(y) := 0 fir y € N, so ist F' = G f.ii.. Folglich ist auch F
integrierbar, mit Integral

[rwa=[cwa= [ 1wy

XxY

2. Fall. Sei nun f € L}(X x Y) beliebig. Nach Korollar 7.4 zum Satz von Riesz-
Fischer gibt es dann eine Folge von Treppenfunktionen {¢y}x, welche punktweise
f.ii. gegen f konvergiert, so dass gilt:

o0
Z [or+1 — prlly < oo
k=0

Setze dann
k) o
n ::Z;\%H—%I, g:= ]}Lngogkz_z;|@j+1—¢j|-
J= J=

Nach dem Satz von Levi ist g € £1(X x Y), und nach Fall 1 gilt der Satz von Fubini
fiir g.

k=1

Nehmen wir 0.B.d.A. an, dass ¢y = 0 ist, so gilt wegen ¢, = > (¢;+1 — ;) offenbar
7=0

o] <9 VEkEN, (14.5)

d.h. g bildet eine Majorante fiir alle yy.

Sei A eine Nullmenge in X x Y derart, dass fiir (z,y) ¢ A die Folge {pr(x,y)}x
gegen f(x,y) konvergiert.

Nach Lemma 14.1 gibt es dann eine Nullmenge N C Y so, dass fir y € Y\ N
die Menge A, eine Nullmenge ist. Dies bedeutet, dass fiir alle y € Y \ N die Folge
{ok(-,y) }x punktweise f.i. gegen f(-,y) konvergiert. Ferner gilt nach (14.5)
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Nach Fall 1 diirfen wir nach eventuellem Vergréfern der Nullmenge N zudem an-
nehmen, dass fiir y € Y \ N die Funktion ¢(-,y) iber X integrierbar ist.

Damit ist nach dem Satz von Lebesgue fiir jedes y € Y\ N die Funktion f(-,y) tiber
X integrierbar, und es gilt

= /f(x,y) dr = klim /apk(x,y) dz, yeY \ N (14.6)
X b
Setzen wir ®y(y f vr(x,y) dx, so konvergiert die Folge der Treppenfunktionen

{®y }i also punktwelse f.ii. gegen die im Satz definierte Funktion F'. Ferner gilt nach
(14.5)

()] < / ou(e, )| de < / g(z,y) dz =: C(y)

X

fiir alle y € Y\ N, wobei nach Fall 1 die Funktion G integrierbar ist. Wenden wir den
Satz von der majorisierten Konvergenz auf die Folge {®;} an, so folgt mit (14.6):
Fist integrierbar, und

/ F(y)dy = lim [ ®y(y)dy.
Y Y
Nach dem Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen ist aber
[owar= [ oo iy,
y XxY

und der Satz von Lebesgue, angewandt auf die Folge {¢y }, liefert:

oo XxY
XxY

/F(y)dy= / fod(z,y).

Y XxY

Insgesamt erhalten wir

Q.E.D.

Bemerkung. Ist f € £L}(X x Y), so zeigt man analog zu (14.2):

/fxy (z,y) / /fzydy dr, (14.7)

XxXY
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mit der der Formel (14.2) entsprechenden Interpretation der Integrale. Insbesondere
gilt die folgende Vertauschungsregel fiir iterierte Integrationen:

/ /f(x,y) dy dx:/ /f(x,y) dr | dy. (14.8)

X Y X

Achtung. Falls f nicht {iber den Produktraum integrierbar ist, so gilt (14.8) i.a.

nicht.
/01 </ Ty dw) W7 / (/ R dy) o

14.2 Der Satz von Tonelli

Beispiel.

(Ubung).

Mittels iterierter Integration ldsst sich oftmals die Integrierbarkeit einer Funktion
auf einem Produktraum nachweisen, wie der nachfolgende Satz von Tonelli zeigt.
Dazu erweist sich die folgende Definition als niitzlich, durch die jeder messbaren
nicht-negativen numerischen Funktion ein Integral zugeordnet wird.

Definition. Sei f : R™ — [0, oo] eine nicht-negative messbare numerische Funktion.

Falls f nicht integrierbar ist, so definieren wir das Integral von f durch [ f(x)dz :=
RTL
00

Nach Satz 4.3 und Theorem 11.7 ist dann offenbar

/ f(x)dz = | £, (14.9)

fiir jede messbare numerische Funktion f : R" — [0, o0].

Bemerkung 14.3. Der Satz von Levi kann damit auch folgendermafien formuliert
werden: Sei { fy}r eine monoton wachsende Folge messbarer, nicht-negativer nume-

rischer Funktionen auf dem R™. Dann gilt
/(sup fi) dx = sup / fr dx. (14.10)
k k
R R

Theorem 14.4 (Satz von Tonelli). Sei f eine nicht-negative messbare numerische
Funktion auf X x Y. Dann ist fir fast alle y € Y die Funktion x — f(x,y) auf X
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messbar, so dass durch F(y) := [ f(x,y)dx eine Funktion F' f.ii. auf Y definiert ist.
X

Setzen wir diese beliebig zu einer nicht-negativen numerischen Funktion F' auf ganz
Y fort, so ist F' ebenfalls messbar, und es gilt:

/ f(z,y) d(x,y)Z/F(y) dy.

XxY

Fiir jede messbare Funktion f : X x Y — [0, 00] existiert also das iterierte Inte-

gral [([ f(z,y)dz)dy und stimmt mit [ f(z,y) d(x,y) iiberein. Ebenso existiert
VX XXy

natiirlich auch das iterierte Integral [( [ f(z,y)dy)dz und stimmt mit dem Integral
X v

von f iiberein. Da mit f : X x Y — CU {oo} auch die Funktion |f| messbar ist,
erhalten wir zusammen mit Thm. 11.7 unmittelbar das

Korollar 14.5. Sei f : X x Y — CU {0} messbar. Dann ist f integrierbar genau
dann, wenn eines der iterierten Integrale

[(J1s@wlnds v [([ 1) do)dy

endlich ist.

Beweis des Satzes von Tonelli. Fiir £ € N* setze

Jr :== 1,y min(f, k).

Die Funktionen f; bilden eine aufsteigende Folge messbarer, nicht-negativer Funk-

tionen, welche punktweise gegen f konvergiert. Wegen f;, < klp, () ist nach dem

Majorantenkriterium jedes f; sogar integrierbar. Wir diirfen daher den Satz von

Fubini auf jedes f; anwenden.

Fiir jedes k gibt es danach eine Nullmenge N, C Y so, dass fi(+,y) fiir jedes y €

Y \ Ny integrierbar ist. Setzen wir N := | N, so ist auch N eine Nullmenge, und
k

fir y € Y\ N ist Fi(y) := [ fe(z,y) dz wohldefiniert. Setzen wir Fy(y) := 0 fiir
Y

y € N, so ist ferner Fj integrierbar, und es gilt

/ ful,y) d(z,y) = / Fuly) dy. (14.11)

XXV ¥
Wegen f(-,y) = sup fx(-,y) ist fiir y € Y\ N die Funktion f(-,y) messbar, und nach
k

(18.10) gilt
F(y) = sup Fy(y) fir fa.y €Y.
k
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Damit ist auch F' messbar. Wenden wir nun (18.10) auf die Folgen { Fj }x bzw. { fi}
an, so folgt zusammen mit (14.11)

/F(y) dy:sgp/Fk(y) dy = sup / fr(z,y) d(z,y)

Y Y XxY

— [t day).

XxXY

Q.E.D.

15 Der Transformationssatz

Ein wesentliches Hilfsmittel zur Berechnung eindimensionaler Integrale ist die Trans-
formationsformel:

Ist ¢ : [a,b] — [a, ] eine stetig differenzierbare Abbildung, so gilt fiir jede Rie-
mannsch integrierbare Funktion f € Ry,

b (b)
/ f o plt)(t) dt = / f(x) d.
a o(a)

Sei nun ¢([a, b)) = [a, F]. Nehmen wir ferner an, dass ¢'(t) # 0 ist fiir alle ¢ € [a, 0],
so ist entweder ¢'(t) > 0 fiir alle ¢, also ¢ streng monoton wachsend und ¢(a) =
a, p(b) = [, oder ¢'(t) < 0 fiir alle t € [a,b], also ¢ streng monoton fallend und
o(a) = B, p(b) = a. In beiden Féllen folgt

[ el = [ fea. (15.1)
[a,b] ¢ ([a,b])
Ferner ist ¢ ein Diffeomorphismus. Ziel dieses Kapitels ist es, die Formel (15.1)

auf den mehrdimensionalen Fall zu verallgemeinern. Dazu sei zunéchst an folgende
Definitionen erinnert:

Definition. Seien U, V offene Teilmengen des R™. Eine Abbildung ¢ : U — V heifle
C*-Diffeomorphismus (k € N U {oo}), falls ¢ bijektiv ist und sowohl ¢ als auch
¢! k-mal stetig differenzierbar sind. Abbildungen von der Klasse O™ bezeichnen
wir auch als glatte Abbildungen. Ist ¢ : U — R” total differenzierbar im Punkte z,
so bezeichnen wir mit Dp(z) € L(R",R™) die totale Ableitung von ¢ und mit

)= (GE@), MR

die Jacobi-Matriz von ¢ im Punkte z.

Wir betrachten zunéchst lineare Diffeomorphismen.
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15.1 Das Volumen eines Parallelotops

Wie veradndert sich das Volumen unter einer linearen Transformation? Wir wollen
dies hier zunéchst nur fiir Quader untersuchen. Sei dazu

E:=FE,:=[0,1"CcR"

der Einheitsquader. Ferner sei A = (a;;); =1, eine reelle n x n-Matrix. Den
zugehorigen linearen Endomorphismus x +— A - x des R™ bezeichnen wir ebenfalls
mit A; dabei fassen wir in diesem Kapitel die Elemente des R™ als Spaltenvektoren
auf. Es bezeichne a; den j-ten Spaltenvektor der Matrix A, so dass A = (a; - - - ay).
Im Falle der Einheitsmatrix I ist a; gerade der j-te Vektor e; der kanonischen Basis
des R™. Nun ist offenbar

E= {thej : tl, .o .,tn S [0, 1]}
j=1

Wegen A(Y tie;) = > t;(Aej) = > t;a; ist folglich
=1 =1 j=1

J= J

A(E) = {itjaj:tl,...,tn S [0,1]}

Definition. Sind a4, ..., a, € R", so heifit die kompakte Menge
P(ay, ... an) = {> tja;:ty,... t, €0,1]}
j=1
das von den Vektoren ay,...,a, aufgespannte Parallelotop. Damit gilt also
fir A= (ay---a,)
P(ay,...,a,) = A(E) = A(P(e1,...,€n)). (15.2)
Satz 15.1. Fir jedes A € M™™(R) gilt
U (A(E)) = v, (P(ay, ..., a,)) = |det Al.

Beweis. Wir unterscheiden zwei Falle.

1. Fall: det A = 0. Dann ist A(R") ein echter linearer Teilraum des R™ und somit eine
Nullmenge im R"™ (man sieht dies auch unmittelbar mittels Aufgabe 3.2 (b), denn
F :=ker A # {0}, und A faktorisiert zu einer linearen Abbildung A : R"/F — R",
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welche als lineare Abbildung Lipschitz-stetig auf R"/F ~ R™ ist, wobei m < n).
Also folgt
v (A(E)) =0 =|det A.

2. Fall: det A # 0. Dann ist A invertierbar, und wir setzen S := A~!. Wegen
L) (z) = 1g(Sz) und v,(A(E)) = [ Lap) (z) de und | det A| = 1/| det S| ist somit
zu zeigen, dass fiir jede reguldre n x n-Matrix S gilt

B 1
~|det S|

/ 15, (Sz) dz (15.3)

Wir beweisen dies per Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Formel aufgrund der
eindimensionalen Substitutionsregel (15.1) klar.

Essei S = (s;5); ;. Da auch S regulér ist, gibt es wenigsten ein i € {1,...,n} so, dass
sin # 0. Da die Menge E,, jedoch invariant unter Permutationen der Koordinaten
ist, dndert sich der Wert des Integrals auf der linken Seite von (15.3) offenbar nicht,
wenn wir die Zeilenvektoren von S permutieren. Ebenso dndert sich der Betrag der
Determinante auf der rechten Seite bei Vertauschung der Zeilen von S nicht.
Indem wir die Zeilenvektoren sq,...,s, ggf. geeignet vertauschen, diirfen wir somit
annehmen, dass ¢ := s,,, # 0. Wir schreiben dann die Matrix S in Blockgestalt

= (5 7)
v oc

mit einer (n — 1) x (n — 1)-Matrix B sowie Spaltenvektoren 3, € R"'. Umfasst
nun 2’ die ersten n — 1 Eintrdge von 2 € R™, und schreiben wir E,, = E,_; X Ej, so
gilt nach dem Satz von Fubini

/]lEn (Sz)dx = / (/ 1g, (Ba' + Br,) g, (' + cxy) dxn> dr’.
Rr-1 N JR

Im inneren, eindimensionalen Integral fithren wir mittels (15.1) die Substitution
t := Ya' + cx, durch und erhalten

1 1 1

/]lEn(Sx) dr = — (/ 1g, ((B—=B"%)2"+ =pt)1g,(t) dt) dr'. (15.4)
le| Jra1 \ Jr c c

Mittels elementarer Zeilenumformungen (ziehe fiir ¢ = 1,...,n — 1 von der i-ten

Zeile von S das f3;/c-fache der letzten Zeile ab) sieht man andererseits, dass

B—18% 0 1
| det S| = )det( tf” . ) ‘ = lell det(B = —8")] (15.5)
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Dies zeigt insbesondere, dass die (n — 1) x (n — 1) Matrix S := B — 1% ebenfalls
regulér ist. Nach dem Satz von Fubini und (15.4) folgt daher

/ 15, (Sz)da = % /R ( /R L (564 %3_1615))(1:5’)]1]31(15) dt.

Nutzen wir im inneren Integral die Translationsinvarianz des Lebesgueschen Inte-
grals aus, so folgt

/ 1 (S) dz = %' /R ( /R L (32 de! )L, (1)

Wenden wir nun die Induktionsvoraussetzung fiir n — 1 auf das innere Integral an,

so folgt
1

1 1
/ £ (57) dr |C|/R|det5| ai(f) lcdet 3.

Gemeinsam mit (15.5) erhalten wir damit (15.3). Q.E.D.

Einen alternativen Beweis dieses Satzes findet man z.B. in [K].

Korollar 15.2. Sei T : R" — R" eine lineare Transformation, und sei () ein Quader
im R™. Dann hat das Bildparallelotop T'(Q) das Volumen

un(T(Q)) = | det T v, (Q). (15.6)
Beweis. Sei 0.B.d.A. @) abgeschlossen. Wegen der Translationsinvarianz des Ma-
Bes diirfen wir annehmen, dass @ die Gestalt Q = P(rieq,...,m6,) besitzt, wobei
ri,...,r, die Kantenldngen von () seien. Dann ist

T(Q)= P(riTey,...,r,Tey,),
also nach Satz 15.1

v(T(Q)) = [det(mTes,...,rTey)l
= ri...rp|detT| = |det T|v(Q).

Q.E.D.

15.2 Die Transformationsformel

Wir wollen nun folgende, weitreichende Verallgemeinerung der eindimensionalen
Substutionsregel (15.1) beweisen.
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Theorem 15.3 (Transformationssatz). Seiy : U — V ein C'-Diffeomorphismus
der offenen Teilmenge U des R™ auf die offene Teilmenge V' des R™. Dann ist die
numerische Funktion f :V — CU{oo} genau dann integrierbar, wenn die Funktion
foe|dety'|: U — CU{oo} integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/ f(y) dy = / F(o(x))| det @' (z)] . (15.7)
1% U

Die folgende Plausibilitdtsbetrachtung liefert gleichzeitig mit einer , Interpreta-
tion“ der Formel (15.7) die Kernidee des Beweises:

Zerlegt man U in sehr kleine Quader @)y, so ist f nahezu konstant auf @)y, und ¢ ist
nach Taylor nahezu affin linear auf Qy. Ist x; € Qy, soist y, := @(xx) € Py := o(Qk),
und P ist niherungsweise gegeben durch das Parallelotop Py := [¢(zy) + ¢/ () (1 —
21,)](Qp), so dass nach (15.6) v(Py) = v(P,) = | det ¢/ () |v(Q4). Damit folgt

[y~ Y o) = Y flo)] det ¢ (o0]o(@)
% k k

Q

/ F(o(2)] det /()] d.
U

Der Beweis des Transformationssatzes beruht auf den nachfolgenden Lemmata.

Lemma 15.4. Ist ¢ : U — R" eine C'-Abbildung auf der offenen Teilmenge U C
R™, und ist N C U eine Nullmenge, so ist 1»(N) eine Nullmenge.
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Beweis. Nach Lemma 8.4 gibt es eine Folge kompakter Wiirfel {Wy}; in U mit
U = |J W;. Somit geniigt es zu zeigen:
k

(N N Wy) ist fiir jedes k eine Nullmenge.

Aber, auf Wy, ist ¢ als C'-Abbildung Lipschitz-stetig (vergl. Lemma 19.7). Damit
folgt die Behauptung mit Aufgabe 9.1 c).
Q.E.D.

Sei im folgenden ¢ : U — V ein C*-Diffeomorphismus, mit Umkehrabbildung ).

Lemma 15.5. Fir jeden kompakten Wiirfel W C U gilt
v(p(W)) < max|det ¢ (z) (W)
TE
Beweis. (W) ist kompakt, also integrierbar. Es bezeichne || || die Maximumsnorm

]| = |7l = mkax\:ck\. Wir zeigen:

Zu jedem e > 0 gibt es ein § > 0 so, dass fiir z,y € W gilt:

o) =oy) +¢'(y) - [(z —y) + R(z,y) - (x — y)], (15.8)

wobei
| R(x,y)|lop < € fiir alle z,y € W mit ||z —y|| <. (15.9)

Fiir z,y € W gilt ndmlich

1

o@) = o)+ / Hy+t(e—y) - (z—y)dt

= o) +¢y +/ (y+tx—y)— W) (v —y)dt,

so dass R(x,y) in (15.8) gegeben ist durch

1

R(z,y) = ¢'(y) " / [ (y + tx — ) — ¢ (y)] dt.

0

Da y — ¢'(y)~! = 9/(p(y)) stetig ist auf W, gibt es eine Konstante A > 0 so, dass

1 (W) Yep <A fiir alle y € W.
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Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von " auf dem Kompaktum W gibt es zu e > 0
ferner ein 6 > 0 so, dass

¢ (v +&) — &' (Y)lop < /A fiir alle y, & mit y,y + & € W und [|€]| < é.

Damit folgt sofort 15.9).

Zu gegebenem ¢ > 0 wihle man § > 0 geméaf (15.8), (15.9), und zerlege W in
kompakte Wiirfel W1, ..., W,, so, dass alle W; Kantenléngen ; < ¢ haben, und fiir
i # j die Wiirfel W; und W; héchstens Randpunkte gemeinsam haben. Sei &; der
Mittelpunkt von W;, und setze

T; == ¢'(&).

Nach (15.8), (15.9) gilt dann fiir alle = € W;:
p(x) = (&) + Tj(z = & + Rz, &) - (= &),
mit [|R(z,&;)|lop < £. Wegen
lz = & + R(z, &) - (@ = ) < (L+e)lle = gl < (1 +¢€)d;/2

folgt daher .

o(W;) C (&) + Ti(W5),

wobei W; den Wiirfel W, := {y : ||ly|| < (1 + £)d;/2} bezeichne. Mit (15.6) erhalten
wir daher

v(e(W;)) < o(T3(Wy)) = | det Ty|(1 + &) v (W)).
Wegen o(W) C (W) U...Up(W,,) ergibt sich schliellich

NE
NE

vleW)) < Y vle(Wy) < ) [det Ti[(1 + &) v (W)

1 1

+e)"v(W).

<.
Il
o,

< | et ' ()|(

g
=

a.
S

"

Fiir ¢ — 0 folgt die Behauptung.
Q.E.D.

Lemma 15.6. Sei K C U eine kompakte Menge, deren Rand eine Nullmenge ist.
Dann gilt folgende Einschachtelung

min | det ¢'(z)[v(K) < v(p(K)) < max | det ¢ (z) |v(K)
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Beweis. Es ist K = K° UK, wobei 0K eine Nullmenge ist.
Nach Lemma 8.4 gibt es eine Folge {W}.}, kompakter Wiirfel, welche hochstens
Randpunkte gemeinsam haben, so dass gilt:

K= UWk.
k

Somit ist

v(K) = v(K°) =Y v(Wy).

k

Nach Lemma 15.4 ist ¢(OW}) eine Nullmenge, und ferner ist o(0Wy) = 9(p(Wy)).
Somit kénnen wir ganz analog schlieflen, dass

v(p(K)) = v(p(K®) =Y v(p(Wi)).

k

Da nach Lemma 15.5
v(e(Wy)) < max | det '(2)[o(Wh),
erhalten wir insgesamt

v(p(K)) < max | det ' (z)|o(K).

Die zweite Ungleichung im Lemma erhélt man aus der obigen wie folgt:
Sei Q := p(K), und sei ¢ = ¢~ : V — U. Dann gilt nach dem bereits Bewiesenen

v(K) = v($(Q)) < max | det ' (y)[v(Q).
Fiir y = o(x) ist aber ¢/(y) = (¢'(2))~". Damit ist
max | det ¢/(y)| = max| det ¢/ (())
= 1/(min | det ¢ (z)]).
Q.E.D.

Definition. Sei h : X — C eine Funktion auf einem metrischen Raum X. Unter
dem Trager von h versteht man die abgeschlossene Hiille supp h der Menge aller
Punkte, in denen h nicht verschwindet, d.h.

supp h :={z € X : h(z) # 0}.

Lemma 15.7. Der Transformationssatz gilt fiir jede Treppenfunktion f mait Trdger
i U.
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Beweis. Offenbar geniigt es, den Fall f = 15 zu betrachten, wobei () ein Quader
mit () C U ist. Da der Rand von @ eine Nullmenge ist, diirfen wir ferner nach
Lemma 15.4 Q) = @) voraussetzen.

Dann ist die Funktion 1g o ¢|det ¢'| = 1| det ¢'| offenbar integrierbar, da sie auf
dem Kompaktum (@) stetig ist und auBlerhalb davon verschwindet. Es bleibt also
nur die Formel

/ | det ¢/ (x)| do = /1 dy (15.10)
Y(Q) Q

zu zeigen. Sei dazu € > 0.

Da |(det ¢') o] auf @ stetig ist, also sogar gleichméfig stetig, gibt es eine Zerlegung
Q = Q1U...UQ,, in kompakte Quader @);, welche héchstens Randpunkte gemeinsam
haben, so dass fiir jedes 7 =1,..., m gilt:
det ¢ — min | det ¢’ <e.
igégjl et o' (¥(y))] gggﬂ et o' (¥ (y))]
In jedem K :=9(Q);) gilt dann

det ¢’ ()| — min | det ¢'(z)| <
max | det ¢'(v)] — min | det ¢'(z)] <,

also nach Lemma 15.6

Zégﬁ —|det¢'(z)]| <e  VxeK;.
Es folgt
v(Q;) — a | det ¢/ (2) da| = /K [zg%; — | det @'(x)|] dz | < ev(K;).

Da die Durchschnitte K; N K; = ¢(Q; N Q;) fiir i # j Nullmengen sind, erhélt man
durch Summation

v(Q) — / | det ()| dx| < ev(K).
¥(Q)
Fiir ¢ — 0 folgt die Behauptung.
Q.E.D.

Lemma 15.8. Sei f integrierbar iber die offene Menge V. C R™. Dann gibt es zu
jedem € > 0 eine Treppenfunktion g mit Trager in V', so dass ||fy — gl < €.
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Beweis. Sei h eine Treppenfunktion auf dem R" mit ||fy — h||1 < &. Wegen || fi —
Rlly = ||fv — hv 1 + ||hve||1 ist dann auch

1 fv —hvll <e.
Wiéhle nun nach Lemma 8.4 eine Folge kompakter Wiirfel { W} }, mit V' = |J Wy, und
i
setze Ay == Wi U...UWy, g, := hyla, = hl,,. Dann ist g, eine Treppenfunktion,

und es gilt |gx] < |h| fir alle k. Somit gilt nach dem Satz von der majorisierten
Konvergenz

|\ fv —hvli = ]}LIgO | fv = gkl
Fiir gentigend grofes k ist daher auch || fyy — gx|[1 < €.
Q.E.D.
Beweis des Transformationssatzes.

Sei zunéchst f integrierbar iiber V. Wéhle geméfl Lemma 15.8 eine Folge von Trep-
penfunktionen { fy}x mit

supp fr CV Vk € N;
Jim [|fy = filli =0,
Wir diirfen nach Bemerkung 7.3 ferner 0.B.d.A. annehmen, dass {f;}, auerhalb

einer Nullmenge N C V punktweise gegen fy strebt.
Setze

ﬁi = (frop)|dety,
f = (foy)|dety|

Nach Lemma 15.7 sind die Funktionen fj iiber U integrierbar und bilden eine L'-
Cauchyfolge, da nach diesem Lemma

Ife = fells = [ |fo— fellde = | |fx = foldy = || fe — fell1-
[

Ferner konvergiert { fi}e auBerhalb der Nullmenge ¢ ' (N) = ¢(N) punktweise ge-
gen fy. Nach dem Satz von Riesz-Fischer ist somit fy integrierbar, und es gilt:

/fdx:klim fkd:c:klim/fkdyI/f dy.
U |4 14

Sei schlieBlich umgekehrt f iiber U integrierbar. Wenden wir das bereits Bewiesene
auf die Umkehrabbildung 1 = ¢! : V' — U anstelle von ¢ an, so sehen wir:

(f ot))|det )| = f ist iiber V integrierbar.
Q.ED.
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15.3 Ebene Polarkoordinaten
Im R? sind bekanntlich die Polarkoordinaten gegeben durch die Abbildung

P2(T7 90) = (’l" COs @, 7 8in SO) = ’l"hl(@),

mit hi(p) = (cosy,siny). Beachte, dass hy in den Einheitskreis abbildet, und
dass P, zunichst auf ganz R? definiert ist. Ferner bildet P, den offenen Streifen
RTx] — 7, 7| diffeomorph auf die geschlitzte Ebene R* \ S ab, wobei der ,Schlitz*
S gegeben ist durch

S :={(t,0) : t <0}.
Die Umkehrabbildung G5 : R? \ & — R™x] — 7, 7[ der Einschriinkung von P, auf
diesen Streifen ist gegeben durch

Ga(zy,29) = (r, (sign xq) arccos ﬂ), ri= /a7 + 3.
r

Abb. 1: arccos

Satz 15.9 (Integration mittels Polarkoordinaten im R?). Sei f : R* — C eine nume-
rische Funktion. Dann ist f integrierbar iber R? genau dann, wenn die numerische
Funktion

g:Rtx] —m,w[—C, g(r,¢):=rf(rcosep,rsinyp)

integrierbar ist iber RT x| — m, w[, und in diesem Fall gilt
flx,y)d(e,y) = / / f(rcosep,rsing)rdrde
R2 —m JO

= / 7’/ f(rcosp,rsinp)dpdr. (15.11)
0 -7

Beweis. Man rechnet sofort nach (Analysis II), dass die Jacobi-Determinante von
P, gegeben ist durch det Py(r, ) = r. Da S eine Nullmenge ist, folgt der Satz somit
sofort aus dem Transformationssatz 15.3 sowie dem Satz von Fubini. Q.E.D.
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Beispiel 15.10 (Das GauBsche Integral). Es gilt

/ e dr = /7.

Nach dem Satz von Tonelli gilt ndmlich

(/_Z e v d:)s)2 = /_Z e dx /_Z eV’ dy = /R ([Re_(w2+92) da:) dy
R2

Wenden wir nun Satz 15.9 auf das letzte Integral an, so folgt

(/OO 63_””20l:)3)2:/7r /ooe_r2rdrdg0:QW/wi[—e_ﬂ/Q]dr:W.
—00 —m JO 0 dr

15.4 n-dimensionale Polarkoordinaten

Fiir n > 1 definieren wir die Abbildung h,, : R® — R"**! rekursiv durch

hi(z) := (cos z,sin z), z € R,
und
hpi1(2) = (hn(2') sin 2,41, €OS 2, 11), 2= (2, 2,41) € R" x R. (15.12)
Bezeichnet [|z]| = [|z(|2 := (37, 23)"/* die Euklidische Norm von z € R", so gilt
fir alle n > 2
|hn_1(2)]| =1 fiir alle z € R™, (15.13)
d.h.
ho 1 (R*1) C S"t C R™, (15.14)

In der Tat gilt ja nach (15.15)
1 ()1 = ([ (2) ][ 80 241 + cO8” 241,

so dass die Behauptung sofort per Induktion nach n > 1 folgt.
Wir definieren schlielich fiir n > 3 die Abbildung P, : R — R"™ durch

Pn(’l", @, 191, Ceey 19”_2) = ’f’hn_l(@, ’191, I ,’Lgn_g). (1515)

Offensichtlich sind dann h,, wie auch P, glatte, d.h., unendlich oft differenzierbare,
Abbildungen, und nach (15.12) und (15.15) gilt

Pn+1(7’, @, 191, Ce ,79”_1> = (SiIl ﬁn—lpn('r; @, 191, C ,79”_2), T COS ﬂn—l)- (1516)
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Fiir n = 3 erhalten wir insbesondere fiir die Koordinaten x1, xo, x3 des Bildpunktes

T = P3(T7 ()07191) :

X1
T2

xs3

7 COoS  sin ¥y,

7 sin @ sin ¥y,

= rcosth.
by
. .
S
\
T
T A — —
¥ I =
.,ign_g) im R"™ :

Allgemeiner gilt fir = P,(r, ¢, 04, ..

X1
X2
X3

Wir setzen =Z! :=] — 7, [,

und schrianken im Folgenden den Bereich der Winkel (¢, 91, ..

rcos sinty sinty - - - sind,,_q,
rsin psin ¥y sindy - - - sin v, _o,

\

rcosvy sintdy - - -sind, _g,
(15.17)

r cos ¥,,_3 sin ¥,,_o,
7 cosV,_a.

J

und fiur k£ > 1

=] — 7, x 0, x[F71,

. Up_o) ein auf 271

Lemma 15.11. P, hat folgende Figenschaften:

(i)

| Po(r, 0,04, . ..

o) =, falls r > 0.

(i1) P, bildet einen C*°-Diffeomorphismus der offenen Menge

U' =Rt x =71
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auf die offene Menge
V'i=R"\ (S x R"?) =R\ {(21,0,23,...,7,) : 11 < 0}.
(iii) Fiir alle (v, 0,91 ...,0,_) € U" gilt
det P/ (r,0,91...,9,_2) = (=1)"r" " tsin ¥ sin® ¥ - - -sin" "2 9,,_5.

Beweis. (i) folgt sofort aus (15.13).
(ii) Sei 0.B.d.A. n > 3. Wir konstruieren die gesuchte Umkehrabbildung G,, : V" —

U™ rekursiv. Fir x = (zq,...,x,) € V" sei dazu
ro= |zl = (@2 4. 4 22)Y2,
Tn
Y,_9 = arccos—.
r
Wegen (z1,72) ¢ S ist jedoch (21, 22) # 0, und somit |%=| < 1, also ¥,_» €0, 7[, so
dass sin¥,,_o > 0. Es bezeichne dann
x = ! (71 Tp_1) €V
= G, T T :

||2 2

Wegen [[(x1,...,2p_1)||*> = 7% — 12 cos® ¥,y = r?sin’¥,_, gilt dann offenbar

|2 = 2,

Sei nun G,,_; : V"' — U™ die Umkehrabbildung zu P,_;
tionsvoraussetzung existiere und glatt sei. Dann definiert

yn—1, welche per Induk-

Gn(x) == (G,_1(2), arccos ﬁ)

r

offenbar die gesuchte Umkehrabbildung zu P, |y«. Diese ist dann wegen r # 0 offen-

bar ebenfalls glatt.

(iii) Fiir n = 2 ist (iii) bekannt. Sei nun n + 1 > 3. Die Jacobi-Matrix von P,
ist dann nach (15.16) gegeben durch die Blockmatrix (der erste Block ist vom Typ
n X n, und der zweite vom Typ 1 x 1)

P sind,_; - P, cos?,_- P,
ntl 7\ cosd,_10---0 —rsind,_; ’

Nun ist wegen P, (r, ¢, %, ..., 0n_2) = rhy_1(p,V1,...,0, o) offenbar P, = T%Pn,

d.h.
cos U1

cos¥,_1- ‘P, =r X (1. Spalte von sind,_; - P.).

sind,,_1
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Damit ist die Determinate der n x n-Matrix, welche durch Streichung der ersten
Spalte und letzten Zeile aus P, entsteht, gegeben zu

(=1)

Entwicklung der Determinate von P!, nach der letzten Zeile liefert daher

11—17,&19"_1 det(sind,,_1 P).

sin ’lgn_l

n—1TCOS Un1

detP,., = (=1)"cost,_1[(—1) sin™ 9,1 det P,]

sin ’lgn_l
—rsind,_qsin" 9, det P,
= —r(sind,_1)" ' det P..

Per Induktion folgt nun sofort die Formel in (iii). Q.E.D.

Wenden wir den Transformationssatz auf ¢ = P, : U™ — V™ an, so erhalten wir also,
da 8 x R"2 eine Nullmenge im R" bildet, den nachfolgenden Satz. Zur Abkiirzung
setzen wir darin

wy (V) := sind; sin? ¥y - - - sin" "2 9,,_o, V= (Vq,..., 0, ) €]0,7["2

Satz 15.12 (Integration mittels Polarkoordinaten im R™). Die numerische Funktion
f:R" — CU{oc} ist Lebesque-integrierbar genau dann, wenn die Funktion

g:U" = CU{oo},  g(rp0) = f(Palr,,0)) r" wa(9)

tber U™ integrierbar ist, und es gilt dann

/ (o) dz (15.18)

z

Dabei haben wir noch den Satz von Fubini angewandt, welcher es natiirlich auch ge-
stattet, die Reihenfolge der Mehrfachintegrationen in dieser Formel zu vertauschen.

] / / F(Palry 0, 0)) w,(9) ds . .. A0y dpr™ " dr.

—m 0 0

Beispiel 15.13 (Rotationsinvarianz des Lebesguemafles). Sei R € O(n,R) eine
Rotation des R™, d.h. ‘R - R = I. Wegen |det R| = 1 liefert der Transformationsatz

/foR dx = /f dy fiir alle f € £'(R™). (15.19)
R R"

Insbesondere ist
v(R(A)) =v(A) fiir alle A € 9™,
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16 Die Lebesgueschen L’-Riume

Nach Thm. 11.7 liegt f : R® — C U {oo} genau dann in £!'(R"), wenn f messbar
ist und ||f|li = [|f]dz < oco. In Analogie zu den (’-Réumen machen wir daher
folgende

Definition. Sei 0 < p < oo. Mit £P = LP(R™) bezeichnen wir die Menge aller
messbaren numerischen Funktionen f auf dem R”, fiir die |f|? integrierbar ist, d.h.

LP={f:R"—- CU{oc}: f ist messbar und /|f|pdx<oo}

(beachte, dass die Funktion A — |A|? auf C stetig ist, so dass mit f auch | f|P messbar
ist). Fir f € L? setzen wir

1l = ( / PP ) o)

Lemma 16.1. L? ist ein C-Vektorraum.

Beweis. Mit f € £ und A € C ist offenbar auch A\f € L7, und ||[Af|, = [N [|f]],-
Seien f,g € LP. Dann ist f + g messbar, und es gilt

[f+9l” < (1 +19D)" < (2max([f], ]g]))”
= 2Pmax(|f|", |g[")-

Nach Kor. 4.5 ist die rechte Seite eine integrierbare Majorante von |f + g|P. Damit
ist auch |f + g[P € £, also f + g € LP.
Q.E.D.

Wir wollen zeigen, dass fiir p > 1 durch || - ||, eine Halbnorm auf £P gegeben ist.
Dazu beweisen wir dhnlich wie fiir /7 zunéchst

Satz 16.2. Seien p,q €]1, 00| mit ]lj + % = 1. Fir f € LP und g € L9 ist dann stets
fg € LY, und es gilt

1 glly < (£ llpllgllq (Holdersche Ungleichung) (16.1)

Beweis. Wir erinnern zunéchst an die folgende Ungleichung, welche fiir konjugierte
Exponenten p, ¢ wie im Satz gilt:
al bl

ab < — + — Ya,b > 0. (16.2)
p q
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In der Tat, ersetzen wir a durch a'/? und b durch b9, so ist (16.1) dquivalent zu
a/Pht/e < 2 4 b Und, ist 0.B.d.A. @ > 0,b > 0, so ist nach Logarithmieren diese
Ungleichung dquivalent zu

1 1 1 1
—loga+ —logb < log <—a—|— —b) .
p q p q

Diese folgt jedoch sofort aus der Konkavitéit des Logarithmus.
Um nun (16.1) zu beweisen, diirfen wir 0.B.d.A. ||f]|, > 0, ||g|][; > 0 annehmen.
Nach (20.2) gilt dann

1 |fP 1 |g|o
L1 gl S_|f|p+_|g|
1l lglle = 2 I1£1I7

q llgll
Nun ist mit f und g auch fg messbar, also auch |fg|. Ferner ist die rechte Seite von
(16.3) integrierbar, und damit auch f - g, und es folgt

(16.3)

1 / 1 [|ffPde 1 [l|gltdz 1 1
e [ felde < = + - =—-+-=1
1f1pllgllq p o fIE e glle  pooa

woraus (16.1) folgt.

Q.E.D.
Satz 16.3. Firl <p <ooist| |, eine Halbnorm auf dem Vektorraum LP.

Beweis. Es bleibt nur noch
W+l < Wfllp+ llgllp (Minkowskische Ungleichung) (16.4)

fir f,g € LP zu zeigen. Wenden wir dazu auf die beiden letzten Integrale der fol-
genden Ungleichung

/|f+g|7’d:c§ /|fo+g|p‘1d:v+/|ng+g\p‘1d:c

die Holderschen Ungleichung an, so erhalten wir

Jursapan < (fiavan)”( f1s g0t i)™
+(/ ‘g'pdfC)l/p( / [f + gl dx)”".

Wegen % + % = 1lis aber ¢ = p/(p — 1), also ¢(p — 1) = p, und wir erhalten

If +glly < (WFll + gllp) ILf + gl
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Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, dass || f + g||, > 0. Teilen wir dann beide Seiten der
letzten Ungleichung durch || f + g%/, so folgt (16.4). Q.E.D.

Wir wollen schliefSlich noch fiir p = oo ein Analogon zu ¢ definieren.

Definitionen. Eine numerische Funktion f : R® — C U {oo} heifle wesentlich
beschrinkt ode auch v-beschrankt, falls f auflerhalb einer Nullmenge beschrinkt
ist, d.h. wenn es ein C' € [0, 00[ gibt so, dass |f(x)| < C fiir fa. x € R™. C heifit
dann auch eine wesentliche Schranke fiir f.

Es bezeichne dann £ = L£*(R") die Menge alle wesentlich beschrénkten messbaren
numerischen Funktionen auf dem R”. Fiir f € £ setzen wir

| flloo :=1inf{C € R : C ist wesentliche Schranke fiir f}.

Man sieht rasch, dass auch || f||o eine wesentliche Schranke fiir f ist, und zwar offen-
bar die kleinste. Man bezeichnet daher || f||» auch als das wesentliche Supremum
von f.

Achtung: || f||o muss unterschieden werden von der Supremumsnorm von f, welche
wir zwar oft auch mit || f||. bezeichnet hatten, ab jetzt aber vorsichtshalber mit
|| f]|¢= bezeichnen werden. Offenbar ist stets || fllco < ||.f]|ee-

Satz 16.4. L ist ein C-Vektorraum und || - || eine Halbnorm darauf.
Beweis. Ubung.

Theorem 16.5 (Riesz-Fischer). Sei 1 < p < co. Dann besitzt jede Cauchy-Folge
{fx}r in LP bzgl. der LP-Halbnorm || - ||, einen Grenzwert f in LP.

Beweis. Fiir p = 1 haben wir dies bereits in Thm. 7.2 gezeigt. Sei daher p > 1, und
zwar zundchst 1 < p < oo.
Ahnlich wie im Fall p = 1 wihlen wir zunéchst eine Teilfolge { fx, },>1 aus so, dass

1 = frllp <272 VE >k, (16.5)

und setzen

9 = frpr — fr, nd g:=>"lg,].

v=1

Fiir jedes N > 0 ist dann nach Holder, falls % + % =1

Slg@)] = Y2727 (x)
= V_]Zo /9 / oo 1/p
(za-qv) (zzmg,,u»p)

v=N v=N

s 1/p
< C (Z 2””|gu<x>|p> ,
v=N

IN
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also mit (16.5)

> 1ol
v=N

P oo P
=:/<§]m>dx (16.6)
P v=N
stwﬂwm

v=N
< C? i VYTV — (P i 27r,
v=N v=N

Insbesondere ist [|g|Pdx < oo, so dass |g(z)[P und damit auch |g(z)| =
Yo | freyin (@) — fr, (z)| fir fast jedes © € R™ endlich ist. Damit existiert
v=1

fo) = Jim_fi, (2)

f.ii., und f ist messbar. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass klim | f — fell, = 0 ist.

Sei dazu ¢ > 0, und wéhle o € N so grof3, dass

0o 1/p
C (Z 2_py> <€ und ||fk - kaH <e Vk> ]{39.
v=0

Wegen |f — fi,| < >°02, 19,/ gilt dann nach (16.6) die Abschétzung ||f — fi,ll, < €,
folglich
1f = fello < F = Feollp + [ fr = fellp < €+ &= 2e,

falls & > k,.
Sei schlieBlich p = oco. Wihle zu jedem (k,¢) € N? eine Nullmenge Ni, so, dass
|fe(x) — fi(x)] < ||fk — fillo fur alle x € Nf,. Dann ist N := |J Ny eine

(k,£)eN?
Nullmenge, und es gilt

[(fe = fo) Ine lleee < [ fx = felloo-

Setzen wir fy := fi |ne, so ist folglich { flf}k eine Cauchy-Folge in ¢*°(N¢) und besitzt
damit einen gleichméfigen Grenzwert f € (*°(N€). Setzen wir

_: f(x), r € N°¢,
f) {O s N,

so ist offenbar klim IIf — fx|loo = 0. Insbesondere ist f f.ii. der punktweise Grenzwert

einer Folge messbarer Funktionen, also messbar. Es folgt f € £>.
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Q.E.D.
Fiir 1 < p < oo ist offenbar
{fecr fl,=0}=N. (16.7)

Definieren wir den Fall p = 1 verallgemeinernd den Raum L? = LP(R") als den
Quotientenraum

LP:=LP/N,

und versehen diesen mit der Quotientennorm

1f +Nllp = F 1l f e L,

so erhalten wir aus Thm. 16.5 die folgende Verallgemeinerung von Thm. 7.5:

Theorem 16.6. (LP(R™), || - ||,) ist fir 1 < p < oo ein vollstindiger normierter
Raum, d.h. ein Banachraum.

Wir betrachten schliellich noch den Spezialfall p = 2. Man zeigt leicht mittels der
Holderschen Ungleichung, dass fiir [f] = f+ N und [g] = g + N in L*(R") das
Integral

(U], La) = / f(2)g(@) dz (16.8)

wohldefiniert ist, d.h. insbesondere nicht von der Wahl der Repriasentanten f und ¢
abhéngt.

Theorem 16.7. Durch (16.8) wird ein Skalarprodukt auf dem komplezen Vektor-
raum L? = L*(R") definiert, welches die L*— Norm || flla = /{f, f) induziert.
Damit ist (L*,{ , )) ein Hilbertraum.

Beweis. Dies folgt aus Satz 16.2 und Theorem 16.6. (Ubung)
Q.E.D.
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II. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEI-
CHUNGEN

17 Einfiihrung

Wir wollen in diesem Kapitel weitgehend heuristisch argumentieren und einige fiir
die Anwendungen typische gewohnliche Differentialgleichungen (kurz: gew. Dgln.)
vorstellen. Die mathematischen Grundlagen, welche unsere heuristischen Uberlegun-
gen rechtfertigen, werden in spéteren Kapiteln erarbeitet werden.

Unter einer Differentialgleichung (Dgl.) versteht man eine Gleichung, in welcher
unabhéngige Variablen, Funktionen und Ableitungen von Funktionen auftreten.

Beispiel 1.

y' +2zy = 0; (17.9)

hier ist x die unabhéngige Variable, y die gesuchte Funktion (von z). Eine Lésung
ist eine Funktion y = ¢(z), fir welche die Gleichung identisch erfiillt ist, also
¢ (x) 4+ 2z¢(x) = 0. Natiirlich miissen genaugenommen fiir die Dgl. noch der Defini-
tionsbereich fiir  und y festgelegt werden. Man rechnet leicht nach, dass y = e~
eine Losung von (17.9) ist:

i(6_9”2) +2ze ™ =0 fir alle x € R.

dx

Spéater werden wir sehen, dass samtliche reellen Losungen (17.9) von der Gestalt
Yy = Ce’ sind, wobei C' eine beliebige reelle Konstante ist (vergl.: Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen).

Die Dgl. (17.9) ist eine Dgl. 1. Ordnung. So nennt man Dgln., in welchen nur erste
Ableitungen und keine hoheren auftreten. Die allgemeine Dgl. 1. Ordnung lautet

F(z,y,y") =0. (17.10)

Die Funktion y = ¢(z) ist eine Losung von (17.10) in einem Intervall J, wenn ¢ in
J differenzierbar ist und

F(x,0(z), ¢ (z)) =0 fiir alle z € J
gilt.
Treten in einer Dgl. auch hohere Ableitungen auf, etwa bis zur Ordnung n, so spricht

man von einer Dgl. n-ter Ordnung. Sie lédsst sich immer in der Form

F(z,y,9,...,y" ™ y™) =0
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schreiben. Eine Losung ¢ ist eine n-mal differenzierbare Funktion von z, fiir welche

F(z,p(x),..., <p(")(:17)) =0

gilt. Man nennt eine Differentialgleichung n-ter Ordnung explizit, wenn sie nach
der hochsten Ableitung aufgelost ist, also

= f(x7 y7 y/7 ttt 7y(n_1)>7

sonst implizit. Der Satz {iber implizite Funktionen liefert eine hinreichende Be-
dingung dafiir, wann eine Dgl. n-ter Ordnung nach y™ aufgelost werden kann,
zumindest lokal.

Das bisherige betraf gewohnliche Dgln., d.h. Dgln., in welchen nur eine unabhéngi-
ge Variable x eingeht. Treten mehrere unabhéngige Variablen und damit partielle
Ableitungen auf, so spricht man von partiellen Dgln.. Beispiele fiir partielle Dgln.
sind die Cauchy-Riemannsche Dgl.

ox Z@y_

y(n)

fiir komplexwertige Funktionen u = u(x,y) zweier reeller Variablen x und y, deren
Losungen gerade die sogenannten ”holomorphen” Funktionen der komplexen Varia-
blen z = x + iy sind, welche wir in der Analysis IV studieren werden, sowie die
Laplace- oder auch Potentialg].

0*u 0*u
Aui=—+-+—-—=0,
or? 0z
fiir eine Funktion v = w(z; ... x,) von n reellen Variablen xy, ..., x,.

Wir wollen uns in der Vorlesung ausschlieBlich mit gew6hnlichen Dgln. befassen.

Okologische Modelle als Anwendungsbeispiele

A. Populationsmodelle

Es bezeichne p(t) die Population einer gegebenen Spezies zur Zeit ¢ (z.B. die Erd-
bevolkerung, die Zahl der Bakterien in einer Kultur, die Zahl der Atome einer ra-
dioaktiven Substanz). Sind nun ¢; < o zwei Zeitpunkte, so wird die Anderung
Ap = p(t2) — p(t1) der Population in der Zeitspanne At = ty — ¢; in der Regel
sowohl proportional zur Zeitspanne At als auch zur Population zum Zeitpunkt t;
sein, zumindest in erster Ndaherung, d.h.

Ap = rp(ty)At, (17.11)

wobei der Proportionalititsfaktor r (die totale Anderungsrate) i.a. von t; und p(t;)
abhidngen wird. Nimmt man in einer mathematischen Idealisierung dieses Modells
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an, dass p differenzierbar ist (was i.a. fiir Funktionen, welche nur ganzzahlige Werte
annehmen, nicht der Fall ist), dividiert in (17.11) beide Seiten durch At und bildet
den Grenzwert fiir At — 0, so ergibt sich fiir p die Dgl.

p(t) = r(t.p(t))p(t). (17.12)

Hier haben wir die iibliche Konvention benutzt, Ableitungen nach der Zeit mit p
anstelle von p’ zu bezeichnen.
In einem abgeschlossenen System, d.h. ohne Zu- und Abwanderung, gilt

T(tap) = g(t7p) - S(t7p)a
wobei

g(t,p) die Geburtenrate,
s(t,p) die Sterberate

bezeichne. Sind g und s bekannte Funktionen von ¢ und p, so wird die zeitliche
Entwicklung der Population durch die Funktion p = p(t) beschrieben, welche der
sogenannten Wachstumsgleichung (17.12) gentigt.

Gesucht wird also eine (sagen wir C'-) Funktion p : I — R auf einem Intervall I -
im Idealfall R oder [to, 0o|-, welche der Dgl. (17.12) geniigt und zur Zeit ¢ = t; den
vorgegebenen (bekannten) Wert

p(to) = po (17.13)

besitzt. Ein derartiges Problem wird Anfangswertproblem (AWP) genannt und
symbolisiert durch

p=r(t,p)p, p(te) = po. (17.14)

Jede Losung p : I — R von (17.14) muss also den Gleichungen p(t) =
r(t,p(t))p(t) Vt € I sowie der Anfangsbedingung p(ty) = py geniigen.

(a) Konstante Wachstumsrate

Der einfachste Spezialfall ist derjenige, bei dem r konstant ist, d.h.
r(t,p) = « V(t,p) € R x R,
mit o € R. Dann gilt, falls p nirgends verschwindet,

) d
p=ap <= gza@%log@(tﬂ:a

< log|p(t)] = at + ¢ < |p(t)| = ¥ = Cre™,
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mit einer Konstanten ¢ € R und C := e°.
Da aufgrund der letzten Gleichung p sein Vorzeichen nie dndert, und da p(ty) = po
gelten muss, erhalten wir fiir die Losung des AWP die Formel

p(t) = poe®~1) vt e R, (17.15)

Offenbar ist sogar p nirgends 0, wenn p nur in einem Punkt ¢’ nicht verschwindet.
Fiir pg = 0 erhalten wir p = 0 als weitere Losung.
Insbesondere sehen wir, dass fiir jedes pg € R das AWP

p=ap, plt)=

die durch (17.15) gegebene Losung als eindeutige Losung besitzt.

Beim Auffinden der Losung (man spricht auch von der ,, Integration® der Dgl.) haben
wir die Methode der Separation der Variablen (ndmlich p und t) verwendet. Schreibt
man namlich f—; = o um in %/ p = «, oder, formal, indem man mit ,,dt“ multipliziert,
was natiirlich keinen unmittelbaren Sinn macht (allerdings durch den ,, Cartanschen
Kalkiil der Differentialformen “ gerechtfertigt werden kann), so ergibt sich

1
—dp = adt,
p

wobei nun links nur die Variable p und rechts die Variable ¢ auftritt, die Variablen
also getrennt worden sind. Durch Integration (im unbestimmten Smne) erhalten wir

[ o= [ ai

log [p| = at + c.

also

Diese Methode lasst sich in einer Reihe von Problemen nutzbringend verwenden.
Allerdings sollte man sich stets vergewissern, dass die damit auf formalem Wege
erhaltenen Losungsfunktionen tatséchlich Losungen des AWP sind, und ob damit
auch siamliche Losungen gefunden worden sind (im obigen Beispiel konnte die Losung
p = 0 damit nicht gefunden werden!).

Aus (17.15) lesen wir ab, dass p(t) — oo fiir t — oo gilt, falls @ > 0 (,,unbeschrianktes
Wachstum*), wahrend tlim p(t) = 0 ist, wenn a < 0 (,,Aussterben”).

(b) Gleichung des beschrinkten Wachstums

Die Annahme eines konstanten Wachstums ist i.d.R. unrealistisch, z.B. wird man
i.a. kein unbeschrianktes Wachstum beobachten. Man nimmt daher an, dass eine
, Grenzpopulation“ p. > 0 existiert, so dass die Wachstumsrate negativ wird, falls
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p > p. ist. Die einfachste Situation dieser Art liegt vor, wenn r eine affin-lineare
Funktion von p ist, d.h.
r(t,p) = B(pc — p),

mit # > 0. Die Wachstumsgleichung lautet dann

p = B(p. — p)p. (17.16)

Das zugehorige AWP lésst sich wieder mit der Methode der Trennung der Variablen
integrieren, und man erhélt folgende explizite Losung:

PcDo
t) = VteR 17.17
p(t) Po + (pe — po)e=Ppeli=to)’ © % ( )

vergl. [A]. Aus (17.17) liest man ab, dass

p(t) Tp. fir t— oo, falls 0 < pg < pe,
p(t) | p. fir t— oo, falls pg > p..

Durch Differenzieren der Gleichung (17.16) erhalten wir
B = Bpep — 28pp = Bpe — 2p)p,
und nutzen wir erneut (17.16), so folgt
B = 3*(pc — 2p)(pc — p)p-
Also ist
5>0, dh pkonvex, fallsp €0, %[U]pc, o],
5<0 dh pkonkav, fallsp e]‘%, Pel.

Somit hat der Graph von p fiir verschiedene Werte von py das in der folgenden Abb.
beschriebene qualitative Verhalten:

P ﬂ‘\
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B. Rauber-Beute-Modelle
Wir betrachten nun ein etwas komplizierteres Zweipopulationsmodell, wobei

x(t) die Population der Beutespezies zur Zeit t,

y(t) die Population der Réuberspezies zur Zeit ¢

bezeichne (z.B. Hasen — Fiichse). Fiir jede Population gelte die Wachstumsgleichung
(17.12), wobei die Wachstumsrate der einen Population von der anderen Population
beeinflusst werde, d.h.

T = Tl(taxa y)!lf, y = Tg(t, xay)y (1718)

Wir erhalten ein System zweier gekoppelter Dgln. (1. Ordnung), die allgemeine
Wachstumsgleichung fiir ein Zweipopulationsmodell.
Im Modell mit konstanten Wachstumsraten ist

Tl(tax>y) = Oé—/@y, Oé,/@ > Oa
ro(t,x,y) = —vy+dx, 7,0 >0.
Interpretation:

e Wenn keine Rduber vorhanden sind (y = 0), entwickelt sich die Beutepopula-
tion mit konstanter Wachstumsrate «. Die Anwesenheit der Réuber verringert
diese Wachstumsrate, und zwar proportional zur Rduberpopulation.

e Ist keine Beute vorhanden (z = 0), stirbt die Rauberspezies mit der konstanten
Rate v aus. Die Anwesenheit der Beutespezies verringert die Sterberate, und
zwar proportional zur Beutepopulation.

Damit erhalten wir die Rduber-Beute-Gleichungen (bzw. Volterra-Lotka-Gleichun-
gen)

i = (a— Py, (17.19)
y = (5$_7)ya Oé,/@,’}/,5>0.

Mit p(t) = (z(t),y(t)) € R* und
fiR? =R (2,y) = ((a— By)z, (0 —)y)
kann dieses System in der Form

p=f(p) (17.20)

geschrieben werden. Eine Losung dieser Dgl. ist ein Weg p : I — R?, dessen
Tangentialvektor p(¢) im Punkt p(t) durch f(p(t)) gegeben ist. Durch ,, Anheften®
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des Vektors f(p) im Punkt p € R? erhalten wir sozusagen das Geschwindigkeits-
feld der Dgl. (17.20), d.h. wir interpretieren f als ein Vektorfeld. Eine Losung von
(17.20) ist dann eine (durch ¢t € I C R parametrisierte orientierte) Kurve ¢ in R?
derart, dass in jedem Punkt p von ¢ der Vektor f(p) ein Tangentialvektor an c ist.
Im Fall (17.19) gibt es zwei Ruhepunkte, d.h. Punkte p € R? mit f(p) = 0,
namlich py := (0,0) und p; := (v/0,a/B). Durch die achsenparallelen Geraden
{z =0}, {x =~/0},{y =0} und {y = o/B} wird die (z,y)-Ebene in 9 Teilbereiche
zerlegt, in denen jeweils & und y konstante Vorzeichen besitzen. Damit ergibt sich
fiir das Richtungsfeld das folgende qualitative Bild:

\’Yﬁ |
X <0 | * €D
¥ <0 -t Y re
(BN
\ 4 - n
/7. S WA S N
¢ &
J ¥¥o \_.' ’ﬁ Pd-
& ¥ <@ T—, y*e
——— e — i .
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L 1 = m‘;_|_‘ &
xeo’ 4 f ™~
g
Richtungsfeld
x x bO' l / re «— — Y V\
L R L NN
8_
Xv X’ l I J v - — -~ A
L A
6_
Vooboy b ! ~ N
! | [N : !
Il i i i “ e
2 4
I'd ’ q ~ - - — —
- - -~ - —_ — — —
T T T T T T T
4 -2 0 2. 4 46 — 8, 10,
X
~ ~ \_2_ - — — — —_ —p
LN A ’ - - — — —p —p

Die Réuber-Beute-Gleichung (17.20) lésst sich leider nicht explizit integrieren — das
Gleiche trifft iibrigens auf die meisten Dgln. , auf die man in der Praxis stofit, zu.
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Dennoch stehen inzwischen eine Vielzahl mathematischer Methoden zur Verfiigung,
die es gestatten, Aussagen iiber die Existenz von Losungen und deren qualitatives
Verhalten zu machen, bzw. sie der numerischen Behandlung zugénglich zu machen.
Fragen dieser Art stellen iibrigens noch immer eine der wichtigsten Triebfedern fiir
die Entwicklung der Analysis dar.

Wir werden spéter sehen, dass durch jeden Punkt der Ebene eine eindeutige Losungs-
kurve geht. Ferner zeigt man in der qualitativen Theorie gew. Dgln. (vgl. [A]), dass
die Losungskurven das in der folgenden Abbildung angegebene qualitative Verhalten
haben:

x\}

Aus diesem Phasenportrit liest man das ,,Langzeitverhalten* der beiden Popula-
tionen ab, wobei uns natiirlich nur die Losungskurven im 1. Quadranten interessie-
ren, da es keine negativen Populationen gibt.

e Fiir jeden Anfangszustand (g, yo) €]0, 0o[? mit (zg, yo) # pi liegt die Losungs-
kurve des AWP
p=f(p), plto) = (z0,%)

auf einer geschlossenen Kurve um den Ruhepunkt p;. Man kann beweisen,
dass eine solche Losung fiir alle Zeiten existiert, d.h. I = R, und periodisch
ist, d.h. p(t + 7) = p(t) fiir ein geeignetes 7 > 0 und alle t € R. Die Popula-
tionen z(¢) und y(¢) fithren also periodische ,,Schwingungen® aus, die {iberdies
»gegenldufig” sind. Man kann beweisen, dass dieses Verhalten zudem stabil ist
gegeniiber kleinen Anderungen des Anfangswertes (o, ).
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e Ist xg = 0, d.h. ist anfangs keine Beutespezies vorhanden, so stirbt die Rduber-
population aus, d.h. y(t) — 0 fiir t — oo.

e Ist keine Riuberspezies vorhanden (yo = 0), so wéchst die Beutepopulation
unbegrenzt (z(t) — oo fiir t — o0). In diesen Féllen geht das Modell in das
Einpopulationsmodell (17.14) mit konstanter Wachstumsrate iiber.

Im Gegensatz zum 1. Fall ist dieses Verhalten jedoch instabil.

18 Einige Elementare Integrationsmethoden

Da es bei der Behandlung gewisser Klassen partieller Dgln., insbesondere sogenann-
ter Evolutionsgleichungen, wie beispielsweise der Warmeleitungsgleichung, niitzlich
ist, gew. Dgln. auch in unendlich-dimensionalen Rdumen zu betrachten, bezeichne
im folgenden F = (E, || - ||) einen beliebigen Banachraum iiber K = R oder K = C;
in den meisten Féllen wird dabei £ = K™ gelten.

Seien D C E offen, I C R ein offenes Intervall sowie (to,z9) € I x D und f €
C(I x D, FE) ein stetiges, , zeitabhéingiges Vektorfeld* in D.

Wir betrachten das Anfangswertproblem

(AWP) T = f(t,l’),

(to,o) x(ty) = .
Eine Funktion u : J — D heile Lésung von (AWP), ), falls gilt:
(i) J C I ist ein Intervall positiver Linge (d.h. JY ist dicht in J) mit ¢, € J;

(ii) u e C'(J, D);
(iii) a(t) = f(t,ult)) VteJ,

(IV) u(to) = Xyp.
Erfiillt die Funktion w : J — D lediglich (i) — (iii), so heifie v Lésung der Dgl.
T = f(t,x).
Ist @ : J — D eine weitere Losung von (AWP), ), so heifit @ eine Fortsetzung
von u, falls J C J und @|; = u, d.h. graph u C graph @.Wir schreiben dann auch
u C u. Besitzt u keine echte Fortsetzung, so heiffit u eine nicht fortsetzbare oder
maximale Losung und .J ein maximales Existenzintervall fiir (AWP), . Gilt
J =1, so heifit die (offenbar nicht fortsetzbare) Losung u global.
Eine Losung u : J — D von @ = f(t,z) ist offenbar ein (parametrisierter ) C''-Weg
in D, dessen Tangentialvektor zur Zeit ¢ im Punkte wu(t) durch f(¢,u(t)) gegeben
ist. Den Graphen

I := graph (u) := {(t,u(t)) :t€e J} CRXx E
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nennt man eine Integralkurve der Dgln. © = f(¢,z) (da strenggenommen die
Funktion v durch I' definiert ist, ist im Grunde I' = w; in der Literatur wird oft-
mals entsprechend wu selbst als Integralkurve bezeichnet). Wird I' durch ¢ : ¢t —
(t,u(t)),t € J, parametrisiert, so ist der Tangentialvektor an v im Punkte (¢, u(t))

durch (1, f(¥(t)) = (1, f(t,u(t))) gegeben.

éﬁb S,

E Sﬂ)uur vou L+ u(t)

Der Spezialfall £ = R: In diesem Fall lassen sich die Integralkurven besonders

gut veranschaulichen, denn die differenzierbare Funktion = : J — D 16st ja die Dgl.
& = f(t,z) genau dann, wenn gilt

dx
%(t) = f(t,z(t)) vVt € J.

Dies gestattet eine einfache geometrische Interpretation. Geht eine Integralkurve
(t,z(t)) durch den Punkt (to,z) € I x D, d.h. ist x(ty) = z0, so betrdgt ihre Tan-
gentensteigung an dieser Stelle ‘Cil—f(to) = f(to, zo). Durch unsere Differentialgleichung
wird also die Steigung der durch den Punkt (to,x¢) gehenden Ldsungskurve vorge-
schrieben, und diese Betrachtung gilt fiir jeden Punkt (o, x¢) € I x D. Man macht
daher folgende Definition:

Jedes Tripel (t,z, f(t,x)) heifit Linienelement unserer Dgl., und die Menge

{(t,x, f(t,x)) : (t,x) € [ x D}

aller Linienelemente das Richtungsfeld der Dgl. & = f(t, z). Geometrisch interpre-
tiert man ein Linienelement wir folgt:

Jedem Linienelement koénnen wir eindeutig die Gerade zuordnen, die durch den
Punkt (¢, ) lduft und deren Steigung durch f(t,x) gegeben ist.

Diese Gerade deutet man graphisch dadurch an, das man eine kleines Geradenseg-
ment dieser Geraden skizziert, welches durch den Punkt (¢, ) geht. Fiithrt man dies
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fiir eine ausreichende Anzahl solcher Punkte (¢, 2) € I x D durch, so kann man sich
eine grobe Idee vom Richtungsfeld verschaffen, und indem man dann einige Inte-
gralkurven einzeichnet (d.h. Kurven, die ,auf das Richtungsfeld passen®), so erhilt
man eine qualitative Vorstellung vom Verhalten der Losungen der Dgl..

Tu fc(jvu(kawc

o+ ¥

P _— —

| .
[ thx) Shiewy T TS —

) - = FLY)

Abb. 2: Richtungsfeld und Integralkurven)

18.1 Separation der Variablen

Sei £ =R, f(t,x) = g(t)h(z), mit g € C(L,R), h € C(D,R). Das AWP fiir die
Dgl. 1. Ordnung mit getrennten Variablen lautet

Sei nun x : J — D eine Losung von (18.1), mit h(x(t)) # 0 ¥t € J. Durch Division
mit h(z(t)) und Integration von ¢y bis ¢ € J erhalten wir mittels Substitution

= [ = [ (18.2)
to 1o P(2(7)) w0 )

Der folgende ,,Satz iiber die Separation der Variablen“ besagt nun, dass um-
gekehrt aus der Gleichung

H(z) := /x: % = /to g(T)dr (18.3)
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durch Auflésen nach z eine Losung von (18.1) bestimmt werden kann.

Satz 18.1. (a) Ist h(xg) = 0, so ist x(t) = xo, Vt € I, eine globale Lisung von
(18.1).

(b) Ist h(xg) # 0, so ezistiert ein offenes Intervall J C I um ty derart, dass (18.1)
auf J genau eine Lisung besitzt (,lokale Existenz und Eindeutigkeit®). Sie kann aus
(18.83) durch Auflésen nach x gewonnen werden.

Bewelis.

(a) ist triv1al
(b) Setze G(t) := f g(r)dr, t € I. Dann ist G € C'(I,R). Sei U das maximale
Intervall in D mlt o € U und h(§) # 0 V€ € U. Dann ist U offen in R. Fir z € U

setze
N A
H(x) := /mo %

Dann ist H € CY(U,R), H(xzg) = 0 und H' = 1/h. Folglich ist H ein C'-
Diffeomorphismus H : U — V von U auf ein offenes Intervall V' C R mit
H(zo) = 0 € V. Da G(ty) = 0 € V ist, ist somit W := G~1(V) eine offene Um-
gebung von ty. Sei J das grofite offene Intervall um ¢y mit J C W. Die Gleichung
(18.3) lautet nun H(z) = G(t), und fiir ¢t € J ist dies dquivalent zu

z(t) = H Y G(t)), t € J.

Folglich gilt: € C'(J,R), x(ty) = xo. Durch Differentiation der impliziten Glei-
chung H(z(t)) = G(t) erhalten wir

G(t)
H'(x(t))
dh. z:=H 'oG:J— D lost das AWP (18.1). )

Ist # € C'(J, D) eine weitere Losung von (18.1) mit h(Z(t)) # 0 Vt € J, so gilt

i(J) c U, da #(J) eine zusammenhingende Teilmenge von D ist, welche x enthiilt.
Wegen (18.2) gilt dann

#(t) = = g)h(x(t)) Ve J,

H(i(t)) = G(t) YteJ,
also insbesondere G(J) = H(%(J)) C V. Damit ist J C W, folglich J C J. Es folgt
it)=H 'oG@t)=x(t) VteJ.

Dies zeigt, dass x D 7.

Sie schlielich & eine beliebige Losung mit %(ty) = xo. Dann ist h(Z(t)) # 0 fiir ¢
nahe ¢y, also Z = z nahe ty. Sei K =la, b| das grofite offene Intervall in J mit ¢ty € K
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und A(Z(t)) # 0 ¥Vt € K. Dann ist offenbar K C J und Z|x = x|k, insbesondere

K C JnJ. Wir zeigen, dass sogar Gleichheit gilt, d.h. J N J = K, und somit
x| ;nj = T| ;. Falls J = J ist, so folgt daraus insbesondere, dass & = x, womit dann
auch die lokale Eindeutigkeit der Losung nachgewiesen wire.

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass K echt in JN.J enthalten
ist. Dann muf wenigstens einer der Endpunkte a oder b von K im Intervall J N .J
liegen, sagen wir z.B. b. Dies liefert einen Widerspruch, da aufgrund der Definition
von K einerseits dann h(Z(b)) = 0 gelten miifite, und andererseits h(Z(b)) # 0, da
jabe J

Q.E.D.
Beispiele.

(@) & =1+2% z(t)) =9, =D =R; hierist g=1,h(z)=1+22#0 VreR
Nach Satz 1.4 existiert fiir jedes (tg, zo) eine eindeutige Losung, die aus

T d€ B t
/SCO ]‘+§2 B /tO dT

durch Auflésen nach z gewonnen werden kann. Es folgt
T 7r
z(t) = tan(t — o)  fiir t €l — 5@ + 5[:: J(to, xo),

mit a = a(tg, xg) := to — arctan xg.

x 4

f—— e — . —}
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e Die Losung ist maximal, aber nicht global (obwohl 1 + z? polynomial ist).

e Durch jeden Punkt (¢, zo) lauft genau eine Integralkurve; alle Integralkurven
laufen von —oo nach +o0o (,von Rand zu Rand*).

(b) & = f(z) mit f(x) =signz+/|z|, z € R,

Guphe £

v
H
S
"
~

e f ungerade = mit x(t) ist auch —x(¢) Losung der Dgl.
e r = ( ist Losung der Dgl.

Betrachte das
AW P = f(z), x(ty) = xo.

Ist 29 > 0, so erhélt man nach Satz 18.1 eine lokal eindeutige Losung durch Auflosen

nach z von
/x ﬁ B th .
xo \/g to .

Es gilt hier H(z) = 2\/x — 2\/z, = t — to, wonach notwendigerweise 0 < /x =
Vi, + % gilt, d.h. ¢ >ty — 2,/7, und dann folgt

(%) z(t) = (VZo + 52)? = (t —70)?/4, firt > to — 2/Tg =1 7o

(da fiir t = 71y offenbar y/x(t) = 0 ist, und somit Satz 18.1 nicht mehr anwendbar
ist).

Beachte: Fiir ¢ < 79 ist (%) keine Losung !
Diese Losung ist nach links durch 0 fortsetzbar zu der globalen Losung

—70)? .
#(t) = { EpE firt >,
0 fir t < 7

da li t) = lim @(t) = 0.
) = R 0
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Ist zy < 0, so erhélt man aufgrund der Symmetrie von f ebenfalls genau eine nicht
fortsetzbare Losung des AWP, namlich durch Spiegelung an der ¢-Achse:

—T 2 ..
#(t) = { —ph fiir >,
0 fir t < 7

wobei hier 7 := tg — 21/(—x0) = tog — 2+/|x0| zu setzen ist.

x A

/
%\ {

Das AWP hat also fiir jedes xy # 0 eine globale Losung, und man sieht sofort, dass
diese eindeutig ist.

Dagegen besitzt es fiir jedes ¢ty und 2y = 0 die unendlich vielen verschiedenen Losun-
gen

1
0 fiir t < «

wobei « eine beliebige reelle Zahl o > ¢ ist, sowie die triviale Losung z = 0.

(t—a)? ..
Ta(t) == {j:— firt> o,

Die Mehrdeutigkeit taucht im Punkte xq = 0 auf, der einzigen Stelle, an der f nicht
differenzierbar ist, ja, nicht einmal Lipschitz-stetig ist!

Wir werden spéter sehen, dass fiir Lipschitz-stetige f das AWP stets eindeutig 16sbar
ist.

18.2 Variablentransformation

Eine wichtige Technik zur Integration von Dgln. ist die Einfiihrung neuer
abhéngiger Variablen. Wir wollen diese hier nur an einem Beispiel erlautern und
fiir die allgemeine Diskussion auf [A] verweisen.

Beispiel. Seien D =0, 00[ oder D =] — 00,0[, und f € C(D,R). Dann heifit eine
Dgl. der Form

i=f (5> L teI=]0,00], (18.4)
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Euler-homogene Dgl. Ist ndmlich z(¢) eine Losung, so rechnet man leicht nach,
dass auch die “skalierte” Funktion z(t) := x(rt)/r fiir jedes reelle r # 0 ebenfalls
eine Losung der Differentialgleichung ist.

z

Es liegt hier nahe, y = 7 als neue unabhiingige Variable einzufiihren. Genauer:
Fiir (t,z) € IxD sei  yp(x) = ¢(t,x) := 7. Dann ist fiir jedes ¢ € I die Abbildung
wp D — M, := 1D ein C'-Diffeomorphismus, und ist  eine Losung von (1.29), so
erfiillt

y(t) == p(x(t)) = Z2 die Dgl.

und umgekehrt. Damit haben wir das Integrationsproblem fiir (1.29) auf ein Problem
mit getrennten Variablen zuriickgefiihrt, welches wir bereits behandelt haben.

19 Existenz, Eindeutigkeits- und Abhingig-
keitssatze

Da es, wie bereits gesagt, nur sehr selten moglich ist, exakte Losungen einer Dgl. auf-
zufinden, wollen wir uns nun der Theorie zuwenden, und Fragen nach der Existenz
und der Eindeutigkeit von Losungen gew. Dgln. sowie zur stetigen bzw. differenzier-
baren Abhéngigkeit der Losungen von den Anfangswerten behandeln.

19.1 Reduktion einer Gleichung n-ter Ordnung auf ein Sy-
stem von Gleichungen 1-ter Ordnung

Seien D C R offen und J C R ein offenes Intervall, sowie g € C'(Jx D, R). Betrachte
die Dgl. n-ter Ordnung in expliziter Form

2™ =gtz &, ... ") (19.1)
Eine Funktion u : I — R heifle Lésung von (19.1), wenn gilt:
(i) we C™(1,R), I ein perfektes Intervall in J.
(ii) (u(t),a(t),...,u™ V() e D Vtel,

(iii) w™(t) = g(t,u(t),...,uD(t)) Vtel.

Es ist fiir die Theorie duflerst wichtig, dass die Dgl. (19.1) dquivalent ist zu einem
System 1. Ordnung in expliziter Form, d.h. zu einer Dgl. der Gestalt
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y=f(ty), feC(JxDR"), (19.2)
ndmlich zum System
( .

Y1 = Y2

y2 = Vs,
: (19.3)

ynTI = Yn,

Yn = g(t7y17”’7yn)'

\

Es ist also y := (y1,...,¥ys) € R", und

f(t7y17 s 7yn) = (y27y37 s 7yn7g(t7y17y27 cee 7yn))

Die Behauptung folgt unmittelbar, indem man einer Losung z(¢) von (19.1) die
Losung y(t) von (19.3) mit

(1) = a(t), 1a(t) = 2(t), . yalt) = 2" (?)
zuordnet, und umgekehrt einer Losung y(¢) von (19.3) die Losung x(t) := y1(t) von
(19.1).
19.2 Losungen als Fixpunkte

Wir wollen hier zeigen, dass sich (lokale) Losungen von (19.2) als Losungen eines
Fixpunktproblems darstellen lassen. Dazu sei im folgenden stets

J C R ein offenes Intervall, E ein beliebiger Banachraum (iiber
K =R oder C), D C E offen und f € C(J x D, E).

Mit || - || bezeichnen wir die Norm auf E.
Fiir die meisten praktischen Anwendungen wird £ = R" sein, z.B. im Falle von
(19.2). Wir wollen Losungen des AWP

T = f(t,z), z(to) =0 (19.4)
studieren, wobei (tg, zg) € J x D fest vorgegeben sei.

Lemma 19.1. Sei J, ein Teilintervall positiver Linge von J und w : J, — D eine
Funktion. Dann ist u genau dann eine Losung des AWP (19.4), wenn gilt:

u € C(Jy, D),

und

u(t) = xo + /tt f(s,u(s))ds VYt e J,. (19.5)
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Beweis. Dies folgt unmittelbar aus dem Fundamentalsatz der Differential- und In-
tegralrechnung, welcher auch fiir Banachraum-wertige Integrale giiltig ist (vergl.
Analysis II)

Q.E.D.

Die Tatsache, dass die Dgl. (19.4) dquivalent zur Integralgleichung (19.5) ist,
wird fiir unsere theoretischen Betrachtungen von fundamentaler Bedeutung sein.
Definieren wir ndmlich (zunéchst rein formal) einen ,,Operator* T auf geeigneten
stetigen Funktionen u durch

(Tu)(t) == xg +/t f(s,u(s))ds,

so besagt (19.5), dass Losungen u des AWP (19.4) gerade Fixpunkte von T sind,
d.h. Tu = w. Damit kénnen wir versuchen, geeignete Fixpunktsitze (oder zumindest
deren Beweisideen) ins Spiel zu bringen. Dazu miissen wir zunéchst einen geeigneten
Definitionsbereich fiir 7" finden, welcher natiirlich invariant unter 7" sein muss.

Wir wihlen dazu Konstanten a,b > 0 fest so, dass

[to —a,ty+ CL] C J und Eb(l’o) CcD,

wobei By(zg) == {z € E : ||z — x|]| < b} die offene Kugel mit Radius b und
Mittelpunkt zo bezeichne, und By(zo) ihren Abschluss. R bezeichne den Zylinder

R = [to —a, to + CL] X Eb(l’o). (196)

Ist K ein Kompaktum, so werden wir den Raum C(K, E) stets mit der Supre-
mumsnorm
[ullo :=sup [[u(®)[], uve C(K,E),
teK

versehen. Damit wird C'(K, E) bekanntlich zu einem Banachraum. Teilmengen von
C(K, F) werden im folgenden stets als metrische Rédume betrachtet, versehen mit
der induzierten Metrik

d(u, v) = [Ju = |-

Man ist nun versucht, 7" auf dem metrischen Teilraum F = C([ty—a, to+a], By(x))
von C([to—a,ty+a], E) zu definieren. Leider wird F' allerdings i.a. nicht 7T-invariant
sein. Dazu miisste ndmlich gelten:

[(Tu)(t) = o <0,

dh.
t
||/f(s,u(s))ds||§b VE € [to — a,to + dl,
to
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was i.a. falsch sein wird. Durch Verkleinern des t-Intervalls ldsst sich diese Unglei-
chung i.a. allerdings leicht herstellen.
Wir setzen dazu

M = sup [|f(t )], (19.7)
(t,x)eR
a = min(a,b/M),

wobei b/M = oo sei, falls M = 0 ist. Dabei setzen wir im folgenden stets voraus,

dass

ist. Ist dim F < 00, so gilt dies automatisch, da R kompakt und f stetig ist.
Sei B
Fa = C([to — Q, to + Oz], Bb(l’o)).
Lemma 19.2. Die Menge F, ist im Banachschen Raum C([t — o, ty + ], E) abge-
schlossen, und es gilt T(Fy,) C F,.

Beweis. Die Abgeschlossenheit von Fy, ist klar, da F, = {f € C([t — o, to+al, FE) :
| f — zol|co < b} (hierin wird zq als die konstante Funktion ¢ — z aufgefasst).
Ferner gilt nach der Minkowskischen Ungleichung fiir vektorwertige Integrale fiir
u € F,

H / F(s,u(s))ds]| < / (s, u(s)) |ds

§M|t—t0|§MOé§b ‘v’te[to—a,to+a].

Somit ist F), invariant unter 7.

Q.E.D.

19.3 Die Sitze von Picard-Lindel6f und Cauchy-Peano

Wir beweisen nun den folgenden lokalen Ezistenz- und Eindeutigkeitssatz, indem wir
direkt das Iterationsverfahren des Banachschen Fixpunktsatzes anwenden. Der Satz
168t sich mit kleinen Tricks iibrigens auch direkt aus dem Banachschen Fixpunktsatz
herleiten (vergl. [M]).

Theorem 19.3 (Satz von Picard & Lindelof). Seien f € C(J x D, E), R, M, «
wie in (19.6),(19.7), wobei E unendlich dimensional sein kann. Erfillt f auf R
beziiglich der Variablen x € E gleichmdfig eine Lipschitz-Bedingung

1f (&, x) = f(E&, )l < Lilz =yl v (t,x),(ty) € R, (19.8)

mit einer Lipschitzkonstanten L > 0, so gibt es genau eine Lisung des AWP (19.4)
auf [to — a, to + ). Diese nimmt thre Werte in By(xy) an.
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Beweis. Nach Lemma 19.2 ist der metrische Teilraum F,, von C([t — o, tp + o, E),
versehen mit der Metrik d(u, v) := ||u — v||«, vollstindig und invariant unter 7'
Wir setzen nun ug(t) := zg, und definieren rekursiv die Funktionen u,,, n € N, durch

Unt1(t) = (Tu,)(t) = g —I—/t f(s,un(s))ds. (19.9)

Nach Lemma 19.2 gilt dann u,, € F, fiir jedes n € N. Ferner zeigt man per vollstandi-

ger Induktion nach n, dass

MLn|t _ t0|n+1
(n+1)!

[ttnsr (8) — un ()] < Vt € [ty — a, to + a (19.10)

gilt. Fiir n = 0 ist dies klar, da
t
[ (£) — uo ()| = II/ f(s,mo) ds|| < Mt — to].
to

Und, gilt (19.10) fiir ein n € N, so folgt fiir n + 1 anstelle von n:

fiwsalt) = = 1 [ (£t (9) = s, 0a(s))) ]

t
< | [ Llltnests) = wa(s)) s
to
! MLn|S — t0|n+1
< ‘ L ' ds‘
to (n + 1)
— MLn+1|t_t0|n+2.
(n+2)!
Somit gilt
& 0 Lrantl
sup  [un1(t) —ua(t)]| < M) —g
n—0 t€lto—ato+a] - ; (n + 1)'
M
S f(eLo‘ — 1) < 0

(falls 0.B.d.A L > 0; fiir L = 0 ist die linke Seite beschréinkt durch M«), d.h. die
Reihe Y07 ((un+1 — uy) konvergiert gleichméBig gegen eine stetige Funktion.
Wegen Zivzo(unﬂ — Uy) = uns1 — xo konvergiert somit die Folge {u,}, in
F, gleichméflig gegen eine stetige Grenzfunktion w € F,. Wegen der Lipschitz-
Eigenschaft von f gilt dann

y%y@mmw—éy@%@mﬂgupm@—%@wa
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Hieraus folgt lim,, . ft'; f(s,un(s))ds = ft'; f(s,u(s))ds, und mit zusammen mit
(19.9) sehen wir, dass u die Fixpunktgleichung v = Tu erfiillt, d.h. u 16st das AWP
(19.4).

Um die Eindeutigkeit der Losung nachzuweisen, sei v eine weitere Losung. Dann
zeigt man dhnlich wie oben per vollstindiger Induktion (Ubung), dass

lun(t) = v(B)[] < MLt — to|"*"/(n + 1)!
Fiir n — oo folgt hieraus u(t) = v(t). QED.

Bemerkung. Die Lipschitz-Bedingung (19.8) ist fiir die Eindeutigkeitsaussage in
Theorem 19.3 von entscheidender Bedeutung. Ohne sie kann die Eindeutigkeit der
Losung des AWP verlorengehen, wie wir am Beispiel

&= f(x), f(z)=signzy/|z|

gesehen hatten.

Auch wenn f zwar stetig, aber nicht Lipschitz-stetig ist, existieren stets Losungen,
wie der folgende Satz von Cauchy und Peano zeigt.

Theorem 19.4 (Existenzsatz von Cauchy & Peano). Seien f € C(J x D, E),
und R, M, o wie in (19.6), (19.7), und sei dim E < oco. Dann besitzt das AWP

(19.4) i=flt,x), a(t) =m0

mindestens eine Losung u auf [ty — a, to + ], mit Werten in B(z,b).

Bemerkung. Das Analogon dieses Satzes fiir den Fall eines unendlich dimensionalen
Raumes FE ist i.a. falsch. Siehe dazu [D].

Dieser Satz lafit sich schnell aus dem Schauderschen Fixpunktsatz (siehe [F], [D])
und dem Satz von Arzela-Ascoli, welcher kompakte Teilmengen in Rdumen stetiger
Funktionen charakterisiert, herleiten (siche dazu [A],[M]). Ein alternativer Beweis
beruht auf dem Eulerschen Polygonzugverfahren, welches wie folgt aussieht:

Da f|r gleichmafig stetig ist, existiert zu ¢ > 0 ein § > 0 mit
() Wf(s2) = fty)l <e V(s 2),(ty) € Rmit |s =] <6 und [z —y[| <0
Man zerlegt nun das Intervall [ty — a, tp + «] in Teilintervalle

to—a=t_,<t_pn<..<t 1 <ph<h<...<th:=th+a«a

so, dass
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Dann definieren wir induktiv nach 7 > 0, bzw. ¢ < 0, ausgehend fiir ¢ = 0 vom Punkt
to und u.(tg) := xo, den sogenannten Eulerschen Polygonzug u. durch

ity o el (= 000 uc(0), firi 2 0,
SO L weltinn) + (= tiga) f(tiga, us(tiva))  fiird <0,
falls ti S t S ti—l—l'

Fhen e e ol v e ————

o Bt otz - Y 1,40t X t

Man sieht sofort, dass u. damit auf ganz [ty — «, ty + « definiert ist und
us € C([to — a, to + o, By(0))
sowie ||us(s) —u-(t)|| < M|t—s| Vs,t € [to—a,to+ ] gilt. Ferner ist offensichtlich
e (t) = f(ti, ue(ts))
fiir ¢ € [t;,ti11] N [to, 0o bzw. t € [t;_1,t;]N] — 00, o[, und
[ue(t) — ue(ts)]| < 6
fiir ¢ € [t;, tiy1] N [to, 00 bzw. t € [t;_1, ;] N] — 00, to]. Es folgt mit (x)
[a=(t) — [ u()| = [If i, ue(ts)) — f(Eut))] < e
fir t € [tiati—i-l] N [to, OO[ bzw. t € [tl_l,tl]ﬁ] — OO,t(]].

Somit ist u. eine ”e-Nédherungslosung” des AWP. Mit Hilfe des Satzes von Arzela-
Ascoli kann man beweisen, dass zumindest eine Teilfolge {u.,}; fiir j — oo gegen
eine exakte Losung konvergiert.

Vollstandige Beweise findet man z.B. in [A],[M].
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19.4 Die Gronwallsche Ungleichung

Bei vielen Fragen der stetigen Abhéngigkeit von Losungen gewohnlicher Dgln. von
Anfangswerten, Parametern etc. spielt folgende Ungleichung eine fundamentale Rol-
le:

Lemma 19.5 (Gronwallsche Ungleichung). Seien J ein Intervall in R, ty € J
und B,u € C(J,Rsg) sowie A € Ry := [0, 00[. Gilt
<A+‘/ B(s ds Vit e J, (19.11)
so folgt
u(t) < A POE g e g (19.12)
Beachte: Ist t > t(, so konnen die Betragsstriche fortgelassen werden.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall ¢ > ¢y, und nehmen wir zuerst an, dass
A > 0. Es bezeichne dann h die Hilfsfunktion

. /t:ms)u(s) s

also die rechte Seite von (19.11). Fiir ¢ > t, ist dann h(t) > 0, und es gilt

H(t) = B(t)u(t) < BE)A(D),
d.h.
H(t)/h(t) < B(t).

Integration nach ¢ liefert

log(h(t)) — log(A / B(s

also .
u(t) < h(t) < Aelo "

Ist A =0, so gilt (19.12) nach dem bereits Bewiesenen, wenn wir A durch £ > 0
ersetzen, und e gegen 0 streben lassen. Damit folgt (3.9) fir den Fall t > .

Der Fall ¢ < ¢ lésst sich auf den Fall £ > ¢, zuriickfiihren, indem jede der Funktionen
f = B,u durch die an ty gespiegelte Funktion f(t) := f(2tg — t) ersetzt wird.

Q.E.D.
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19.5 Vektorfelder und dynamische Systeme

Seien nun wieder D eine offene Teilmenge des Banachraumes F, wobei wir hier vor-
aussetzen wollen, dass E endlich dimensional ist. Ferner sei f € C'(D, E). Geome-
trisch kann man f als ein zeitunabhingiges (man sagt auch autonomes) Vektorfeld
interpretieren.

Definition. Unter einem lokalen Fluss der Klasse C? | p € N, fiir f bei g € D
versteht man eine CP- Abbildung

v:J XV =D,

wobei J ein symmetrisches Intervall der Gestalt J = I, :=| — a, a[ ist mit a > 0
oder a = oo, V eine offene Umgebung von z, in D, und wobei fiir jedes £ € V' die
Funktion

t— ()

eine stetig differenzierbare Losung des Anfangswertproblems
z(t) = f(z(t)), z(0)=¢&, Vied (19.13)

auf ganz J ist. Fliisse der Klasse CY wollen wir auch als stetige Fliisse bezeichnen.
Geometisch betrachtet ist also fur jedes & € V die Kurve J 3 t — (t,v(t,£)) eine
Integralkurve des Vektorfeldes, welche zum Zeitpunkt ¢ = 0 beim Anfangspunkt
¢ € V startet.

Schreibt man suggestiv

(bt(g) = 'U(tv 5)7

so kann man sich vorstellen, dass der Punkt ®,(&) fiir festes £ mit der Zeit ¢ entlang
einer Integralkurve ,flieft“ und die Abbildung ®; : V — D, fiir festes t € J,
beschreibt die Verdnderung der Anfangszustiande £ nach der Zeit t:

Man kann nun leicbt die folgenden ,lokalen Halbgruppeneigenschaften* lokaler
Fliisse nachweisen (Ubung):
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v L//"/ CPJVJ

(F1) @ =idy
(F2) Sind s,t € Jund £ € V so, dass t + s € J und ®4(&) € V ist, so gilt:

(I)t(q)s (6)) = q)t-i-s (6)

Eine Familie {®;}; von Abbildungen mit diesen Eigenschaften nennt man auch ein
dynamisches System: siehe z.B. [A].

Das folgende Theorem garantiert die Existenz stetiger lokaler Fliisse; insbesondere
weist es die stetige Anhéngigkeit der Losung von (19.13) vom Anfangswert £ nach.

Theorem 19.6. Sei f € C'(D, E).

(i) Dann gibt es zu jedem xo € D eine Liosungskurve u : J, — D bei xg, d.h. eine
Losung des Anfangswertproblems @(t) = f(x(t)), t € J, und x(0) = zy.

(i1) Je zwei solcher Losungskurven stimmen auf dem Durchschnitt ihrer Definitions-
intervalle tberein.

(i1i) Ferner gibt es zu jedem xq in D einen stetigen lokalen Fluss v € C(J x V, D)
2u f bei xg.

Der Beweis nutzt u.a. folgenden Hilfssatz

Lemma 19.7. Ist f € CY(D,E), und ist dimE < oo, so ist f lokal Lipschitz-
stetig, d.h. es gibt zu jedem Punkt xo € D eine offene Umgebung U in D sowie eine
Konstante L > 0 so, dass

1f(2) = FW)ll < Lz —yl| Yo,y € U.

Beweis. Wihle zu 79 € D einen Radius r > 0 so, dass B,(zy) C D. Nach dem
verallgemeinerten Mittelwertsatz gilt dann fiir alle z,y € U := B,(x) :

1f(2) = FWIl < Lllz =y,

mit L = sup{||f'(2)]| : 2 € B.(x0)}. Da f’ stetig und B, () kompakt sind, ist L
endlich und das Lemma damit bewiesen. Q.E.D.
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Beweis von Theorem 19.6. Die Aussage (i) folgt aufgrund von Lemma 19.7
unmittelbar aus dem Satz von Picard & Lindelof.

Um (ii) zu beweisen nehmen wir an, dass uy,us : J — D zwei Losungen des An-
fangswertproblems aus (i) sind. Sei dann [ := {t € J : uy(t) = us(t)}. Dann ist
I # (), da 0 € I. Ferner ist I abgeschlossen in J, da u; und us stetig sind. SchlieSlich
zeigt aber der Satz von Picard &Lindelof, dass I auch offen in J ist. Da das Intervall
J zusammenhéngend ist, ist folglich I = J, d.h. u; = us.

Es bleibt (iii) zu zeigen. Dazu diirfen wir nach Lemma 19.7 0.B.d.A. annehmen,
dass f Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante L (gegebenenfalls muss dazu D
verkleinert werden). Ferner diirfen wir annehmen, dass M := || f]|o < o0 ist.
Wihle dann b > 0 so, dass Byy(z9) C D ist, und setze a := b/M. Dann ist fiir jedes
¢ € By(z0) die kompakte Kugel B,(€) in D enthalten, und nach dem Satz von Picard
& Lindelof existiert zu jedem & € By(xg) auf dem Intervall J := I, eine eindeutige
Losung

s ®,(€), ted (19.14)

des Anfangswertproblems #(t) = f(z(t)) und x(0) = £. Das néchste Lemma zeigt,
dass diese stetig vom Anfangswert ¢ abhéngt.

Lemma 19.8. Fiir £ € By(xg) bezeichen ®,(§) die Lisungskurve aus (19.14) mit
Definitionsbereich J. Dann gilt

1@:(&) = ()| < eME—nl V€, n € By(wo). (19.15)
Beweis. Setze u(t) := ||®(§) — P¢(n)||. Dann gilt nach (19.5) offenbar

) =) | (£ — F@ ) s+ €~ <l =l +] / Lu(s)ds].

Die Ungleichung (19.15) folgt daher aus der Gronwallschen Ungleichung in Lemma

19.5. QED.
Wir setzen nun V' := By(zo) und definieren die Abbildung v : J x V' — D durch
v(t, &) == Dy(). (19.16)

Nach Lemma 19.8 gilt dann
ot &) —v(t.n)l < etlle—nll Yt e &ne Byo). (19.17)

Somit ist v Lipschitz-stetig bzgl. &.

Das folgende Lemma schlieit den Beweis von Theorem 19.6 ab.
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Lemma 19.9. Die durch (19.16) definierte Abbildung v ist als Funktion von t und
¢ stetig.

Beweis. Sind (¢,€), (s,n) € J x V, so gilt nach (19.16)

lo(s,m) = v(t, &)l [o(s,m) = v(s, &) + [lv(s, &) — v(t, O
eln — €l + 1| 25(€) — 2e(&)]].

<
<

Hieraus folgt offenbar

lim ||v(s,n) —v(t, = 0.
m (s m) = ol 9

Q.E.D.

Tatséchlich 148t sich Theorem 19.6 sogar wie folgt verschérfen.

Theorem 19.10. Sei f € CP(D, E) mitp > 1. Dann gibt es zu jedem xy in D einen
lokalen Fluss v : J xV — D der Klasse CP.

Einen Beweis fiir den den wichtigsten Fall p = 1 findet man in Anhang A. Der
allgemeine Fall kann auf diesen Fall mittels diverser Tricks zuriickgefiihrt werden
(vergl. z.B. [M]).

20 Lineare Differentialgleichungen

In diesem Kapitel wollen wir das Anfangswertproblem fiir lineare gewohnliche Dgln.
studieren, d.h. Dgln. der Gestalt

&= Atz +b(t), AeC(J,L(E)), beC(JE). (20.1)

Dabei soll ab jetzt der zugrundeliegende Banachraum E stets endlich-dimensional
sein, d.h.
n:=dimFE < oco.

L(FE) bezeichne den Raum der linearen Operatoren von E nach E.

Ist £ = K", so identifizieren wir den Operator A(t) € L£(F) mit seiner Matrixdar-
stellung bzgl. der kanonischen Basis des K",

A(t) = (aij(t))ij=1,..n € M""(K).

Schreiben wir dann b(¢) und z(t) als Spaltenvektoren
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b (1) (1)

(oft auch z(t) = Y(x1(t), ..., x,(t)), um Platz zu sparen), so lisst sich (20.1) schreiben
als

#(t) = A(t) - 2(t) + b(t),

mit @(t) = (@1(t),...,2,(t)), wobei A(t) - z(t) das Matrixprodukt bezeichne, d.h.
(20.1) ist dquivalent zu dem System von n-Dgln. in n ,,Unbekannten® z1, ..., x,:

1’1 = CLH(T,)xl + ...+ aln(t)xn + bl(t),
: (20.2)
Tn = a1 (t)xy + .o+ app(t)x, + b,(1).

20.1 Homogene lineare Gleichungen

Die Differentialgleichung (20.1) ist von der Gestalt & = f(t, z), mit f(¢,x) := A(t)z+
b(t). Stammt nun ¢ aus einem kompakten Teilintervall von J, so ist || A(t)|| darauf
durch eine endliche Konstante L beschriankt, d.h. f geniigt der Lipschitzbedingung

1f(t2) = Fty)ll = [[A@) (@ = y)|| < Lllz =y

fiir alle ¢ aus diesem Intervall und alle x,y € F.
Sei nun (tg,x9) € J x E. Dann gibt es somit nach Picard&Lindel6f ein Intervall
positiver Linge I C J, welches ty enthélt, und auf welchem das AWP

T=At)x +b(t), z(ty) = xo (20.3)
eine eindeutig bestimmte Losung
u(',to,l'o) I — F

besitzt. Tatséchlich kann man aus der affinen Linearitdt von f sogar folgern, dass
eine solche Losung auf ganz J existiert (vgl. Aufgabe 13.3, und [M]). Wir werden
daher im folgenden I = J annehmen.
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Theorem 20.1. Die Gesamtheit aller Losungen der homogenen Gleichung
T =A(t)x (20.4)

bildet einen linearen Teilraum H von C'(J, E) der Dimension dimH = n = dim F.
Fiir jedes feste tg € J wird durch die Abbildung

a2 €= ulssto, §) (20.5)

ein linearer Isomorphismus von E auf 'H definiert, mit Umkehrabbildung 3y, : u —
U(to), ueH.

Beweis. Die Abbildung ay, : £ — C'(J, E) ist linear, denn:
Sind \, p € K, £,n € E, soist

V= )\U(, t(), 5) + ,Uu(a th 77)

sicherlich wegen der Linearitét von (20.4) eine Losung von (20.4), und es gilt:

v(to) = A§ + pn.

Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung des AWP (20.3) folgt:

v = U(', t0> )‘5 + l“?),

also

O‘to()‘g + 1“7) = )‘ato (5) + poy, (77)
Ist v € H, so ist £ := v(ty) € E, und wegen der Eindeutigkeit der Losung des AWP
folgt: v = ay,(§). Damit ist H C oy, (E) C 'H, also ay,(£) = H; insbesondere ist H
ein linearer Raum.
Da [, 0 ay, (&) = ulto, to,&) = & ist, also fy, o ay, = idg, ist schliefllich ay, injektiv
(B4, ist offenkundig linear !), also oy, : £ — H ein linearer Isomorphismus.

Q.E.D.

Bemerkungen 20.2. (a) (Superpositionsprinzip) Sind u,v Ldsungen wvon
(20.4), so ist jede Linearkombination Au+ pv mit A\, u € K wieder eine Losung
von (20.4).

(b) Es gibt genau n = dim E linear unabhingige Lésungen ', ... 2" € C'(J, E)
von (20.4).
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Definitionen. (i) Ein System {z',... 2"} von n linear unabhiingigen Losungen
von (20.4) heift Fundamentalsystem zu (20.4).
(i) Ist £ = K", und ist {z',..., 2"} ein Fundamentalsystem zu (4.3), wobei wir
(1)
2 (t) als Spaltenvektor z7(t) = : auffassen, so heifit die n x n-Matrix X,
), (t)
welche aus den Spalten x!, ..., 2" gebildet wird, d.h.
(1) 1 (t)

eine Fundamentalmatrix zu (20.4).

Offenbar ist dann X € C'(J, M™"(K)), und weiter ist

also
X(t) = A(t) - (xl cea™)y = A(t) - X

Die n x n-Matrix X erfiillt also ebenfalls die lineare, homogene Dgl. & = A(t) - x.

(iii) Ist X eine Fundamentalmatrix, und gilt aulerdem X (ty) = I, so heifit X
Hauptfundamentalmatrix zum Zeitpunkt ¢, fiir (20.3).
Diese ist die eindeutige globale Losung des folgenden linearen homogenen AWP in

M (K) -
X=At)-X, X(t) =1 (20.6)
Wir sehen also:

Ist X die Hauptfundamentalmatriz zum Zeitpunkt to, so wird fir jedes £ € K™ die
eindeutige Losung u(-,ty,&) des AWP

i = Az, xty) =€

durch
u(t, to,§) = X(t) - ¢

gegeben. Insbesondere ist
H={X()-£: €K} cCYJ K"

der Liosungsraum der homogenen Dgl. (20.4).
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(iv) Allgemein heifit jede Losung von
X=Alt)-X in M™"(K) (20.7)
Losungsmatrix der homogenen Dgl.

i=At)z in K" (20.8)

(v) Ist X € C'(J, M™"(K)) eine Losungsmatrix von (20.8) (d.h. ist jeder Spalten-
vektor von X eine Losung von (20.8)), so heifit die Funktion

W:J—-K, W(t):=detX(t),

die Wronskideterminante der Losungsmatrix X = (z'---2") oder auch des
Losungssystems {z', ..., 2"} von (20.8).

Satz 20.3 (Liouville). Sei X eine Liosungsmatriz der homogenen linearen Dgl.
T=A(t)x inK"

Dann ist die Wronskideterminante W von X eine Lésung der homogenen linearen
Dagl.

y = (Spur A(t))y inK. (20.9)

Insbesondere gilt

ftSpur A(s)ds
W(t) = W(to) e'o \V/t(),t eJ. (2010)

Beweis. Wir schreiben hier X (¢) mit Hilfe der Zeilen:

1(t)
X(t) = : , mit @;(t) = (2}(t), ..., 20 (¢)).
T (t)

Dann gilt wegen
j=1

offenbar

[L’Z(t) = Z Cl,ijllﬁ'j.
7=1
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Da ferner die Determinante

x1
B(zy,...,x,) = det

Tn
eine alternierende n-lineare Abbildung

B:=det: K"x...xK" =K

in den Zeilenvektoren z, ..., z, ist, folgt mit der Produktregel fiir multilineare Ab-
bildungen
) = Laet [ 1 ) = Lea N
= — (&} . = — . e SL’n
dt ;E' o

— Z By (), .. w1 (8), :(t), mipa (£), - . ., 2 (1))

= Blai(t), ...,z (t), Y ay(t)z;(t), i (t), .. 2a(t)).
i J
Wegen der Multilinearitit der Determinante B ergibt sich

W(t) = 3" ay(t) B@i(t), ... zima(t), 2;(t)s 2isa (1), ., 2alt):

1,j=1

Da B alternierend ist, verwinden hier alle Terme in denen zwei der Eintrge gleich
sind, und es folgt:

Wi(t) = Zaii(t) B(x1(t), - ., 2n(t)) = (Spur A())W(?),

also (20.9).
Offenbar definiert die rechte Seite von (20.10) eine Losung y von (20.9) mit Anfangs-
wert y(to) = W (to). Wegen der Eindeutigkeit der Losung des AWP folgt: y = W.

Q.E.D.

Korollar 20.4. Die Wronskideterminante einer Ldésungsmatriz des Differential-
gleichungssystems © = A(t)x verschwindet entweder identisch, oder nirgends. Ein
Lisungssystem {x',... a"} ist genau dann ein Fundamentalsystem, wenn die zu-
gehirige Wronskideterminante von Null verschieden ist, d.h. wenn fir irgendein
t € J (und dann auch fir allet € J) x'(t),...,x"(t) linear unabhingig sind.
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20.2 Inhomogene Systeme

Wir wenden uns nun der inhomogenen Dgl.
T=A(t)x+0bt), teJ (E=K") (20.11)

zu. Schreiben wir diese als

Lr=b, (20.12)

wobei L : C1(J, E) — C(J, E) den linearen Operator
Lx =1 — Ax

bezeichne, so wird klar, dass es sich hierbei um eine inhomogene lineare Gleichung
im Sinne der linearen Algebra handelt (allerdings zwischen unendlich-dimensionalen
Réumen). Die zugehorige homogene Gleichung, Lx = 0, ist dquivalent zu & = Az,
deren Losungen nach Theorem 20.1 den Raum H C C'(J, E) bilden. Damit ist
folgendes Theorem offensichtlich:

Theorem 20.5. Die Gesamtheit der Losungen der inhomogenen Gleichung (20.12)
bildet den affinen Teilraum
v+H

von CY(J, E), wobei v € CY(J, E) eine beliebige Lisung der inhomogenen Gleichung
und H C CY(J, E) der Lésungsraum der zugehdrigen homogenen Gleichungen & =
A(t)x sind.

Um eine partikuldre Losung v von (20.12) aufzufinden, wenden wir die von Lagrange
eingefithrte Methode der Variation der Konstanten an:

Sei dazu X () eine Fundamentalmatrix zu & = A(t)x. Dann haben alle Losungen
der homogenen Dgl. die Gestalt

X ()¢, mit € € K.
Nun ,variieren wir die Konstante £*, indem wir folgenden A NSATZ machen:
ut) = X(t)-£(t), € CY(LKM).

Wegen . | | |
b=X E+X E=A1)- X £+ X E=A1) v+ X £

gilt nun © = A(t) - v + b dann und nur dann, wenn

X -£=b (20.13)
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Nun ist nach Korollar 20.4 det X (t) # 0 fir alle ¢t € J, also X(t) invertierbar:
X(t) € GL(n,K) Vt € J. Somit ist (20.13) dquivalent zu

Et)y=X(t)""-b(t) Vte

Damit ist fiir jedes ¢y € J durch
t
aw:/X@*w@@
to

eine Losung von (20.13) gegeben, folglich

v(t) == X(t) - /X(s)_1 - b(s)ds

eine partikuldre Losung der inhomogenen Dgl., mit Anfangswert v(ty) = 0.

Damit erhalten wir

Satz 20.6. Sei X eine Fundamentalmatriz. Dann ist die Lisungsmenge von & =
A(t) - + b(t) gegeben durch

{m~X®-@+/X@YVMQ%%§EKﬂ. (20.14)

Ist speziell X die Hauptfundamentalmatrix zum Zeitpunkt tq € J, so ist X (¢y)-& = &,
und wir erhalten

Theorem 20.7. Die eindeutig bestimmte globale Losung u(-,tg, &) des AWP
T=At) -z +0(1), =z(o)=¢  ((to,§) € Jx E),

1st gegeben durch
ult. 0. €) = X(0)- (€ + [ X(5)7 - blo)ds),

wober X die Hauptfundamentalmatriz zum Zeitpunkt ty bezeichne.

Bemerkungen. (a) Ist X eine beliebige Fundamentalmatrix zu & = A(t)z, so ist
die Abbildung
Ult,s) = X(t)- X(s)™', t,s€J,
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wohldefiniert und U € C*(J x J, L(E)). Ferner ist U(s,s) = I, und
Dy(U(t,s) = X(t)- X(s) L= A(t)- X(t) - X(s)"F = A(t) - U(t, 5),

d.h. U(-, s) ist die Hauptfundamentalmatrix zum Zeitpunkt s fiir & = A(t)z.

Der sogenannte Evolutionsoperator U € C'(J x J,L(E)) besitzt also folgende
Eigenschaften:

(E1) U(s,s) =1 VseJ;

(E2) U(t,7)-U(r,s) =Ul(t,s) Vt,7,s € J,

und mit seiner Hilfe ldsst sich die Losung u(-, o, &) des AWP aus Theorem 20.7
folgendermaflen darstellen:

t
u(t,to, &) = Ul(t,ty) - €+ / Ult,s)-b(s)ds ”Duhamelsche Formel”. (20.15)

to

. ftA(s)ds
(b) Im Fall n = 1ist A(t), X(¢) € K, und X = A(¢)X, also X(t) = ¢ . Somit

ist hier

Ult,s) = el A7 ¢ g ¢ J. (20.16)

Im Fall n > 2 ist die analoge Formel i.a. falsch, ndmlich dann, wenn es s # t gibt
so, dass die Operatoren A(s) und A(t) nicht kommutieren.

20.3 Lineare autonome Differentialgleichungen

Besitzt man zu einer linearen Differentialgleichung eine Fundamentalmatrix des ho-
mogenen Systems, so verfiigt man damit iiber den Vektorraum der Losungen des
homogenen Systems und nach weiterer Integration auch iiber den affinen Raum der
Losungen des inhomogenen Systems. Daher konzentriert sich bei linearen Differenti-
algleichungen das Interesse auf die Bestimmung einer Fundamentalmatrix. L.a. lasst
sich dies nicht explizit durchfithren. Gelegentlich hilft dabei noch eine Methode von
d’Alembert (vgl. Aufgabe 14.4). Es gelingt jedoch im Fall einer autonomen linearen
homogenen Dgl.

T = Az, teR, (20.17)

bei der A € L(F) fest, d.h. nicht zeitabhéngig, ist. Man spricht auch von einer
linearen Dgl. mit konstanten Koeffizienten.
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Wir wollen wieder £ = K" annehmen, obwohl sich die folgende Diskussion auch
leicht auf den Fall beliebiger, auch unendlich dimensionaler, Banachrdume iibertra-
gen ldsst. Dann wird, wie {iblich, die Banachalgebra £(E) mit der Matrizenalgebra
M (KK) identifiziert.

Wir suchen eine Hauptfundamentalmatrix X zu (20.17) fur den Zeitpunkt to = 0,
d.h. die eindeutige Losung des AWP

X=A-X, X(0)=1I, (20.18)

mit X € CY(R, L(E)).

Im einfachsten Fall (n = 1) ist offenbar X(¢) = " mit A € K, d.h. X(t) ist
durch die Exponentialfunktion gegeben. Nun zeigen folgende Betrachtungen, dass
auch im allgemeinen Fall (n > 1) die Abbildung X &hnliche Eigenschaften wie eine
Exponentialfunktion aufweist:

Ist s € R gegeben, so gilt fiir die beiden Funktionen Y;,Ys € C1(J, L(E)), definiert
durch Yi(t) := X(t +s), Ya(t):=X(t) - X(s):

Vi=AY), Yy=A-Y, sowieYi(0)=Y,(0)=X(s).
Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung des AWP folgt also: Y; = Y3, d.h.
X(t+s)=X(t) X(s) Vs, t € R. (20.19)
Insbesondere gilt X (t) - X(—t) = X(0) = I, d.h.

Xt)'=X(~t) VteR. (20.20)

Um nun e fiir A € £(E) zu definieren, bietet sich folgender Potenzreihenansatz
an:

=1
Mi=>" HM’“ VM € L(E). (20.21)
k=0

Dass diese Reihe in der Banachalgebra L£(E) konvergiert (ja, sogar in jeder Bana-
chalgebra A), zeigt man wie folgt: Die Reihe (20.21) konvergiert zunéchst offenbar
absolut, denn:

Wegen [|MH] < || M} st

L ]
S it < 3 - e <o
k=0 k=0

Damit bildet die Folge der Partialsummen S,, := > %M k aber eine Cauchy-Folge
k=0
in L(F), denn:
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Ist € > 0, so wihle N(¢) € N so, dass %<5.
k=N(e)
Fir n > m > N(¢e) ist dann
— 1
[0 = Sl = |l Z .Mk||_ > lIMI" <&
k=m+1 k=m+1

Als Ubung zeige man: Sind M, N € L(E), so gilt
MIN = MeN ' falls MN = NM. (20.22)

Fiir unsere Losung X von (4.16) setzen wir nun an:

"
— k!

Wie im Fall der klassischen Exponentialreihe konvergiert diese Reihe auf jedem
kompakten Intervall in R absolut und gleichméssig, und das gleiche gilt fiir die
formal abgeleitete Reihe

idi —t’fA’f

k=0 k=1

8

AF = AetA,

Somit darf ' in der Tat nach ¢ differenziert werden, und es gilt:

d
%(etA) =A. €tA.
Da ferner e”4 = I ist, so haben wir in der Tat gezeigt:

X(t) = e,

Auf diese Formel wird man iibrigens auch leicht durch das Picardsche Iterationsver-
fahren (vergl. Beweis des Satzes von Picard-Lindel6f) gefiithrt (siehe [A]). Ubertragen
wir nun die Formeln (20.19) und (20.20), so erhalten wir insbesondere:

el — otd . g4, (20.23)

i (20.24)

Ferner gilt im Falle £ = K" nach dem Satz von Liouville det X (t) = €SP 4 also

det(e?) = %P4, (20.25)
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Ist beispielsweise

A1 0
A=
0 An
eine Diagonalmatrix, so ist offenbar
eM 0
et = )
0 et

also det(e?) = [15- N = eXimiN = ¢SPWA g0 dass in diesem Fall (20.25) offen-
sichtlich ist.

Bemerkung 20.8. Ist A eine beliebige Banachalgebra iiber K, und ist f(z) =
3" apz* eine ganze holomorphe Funktion mit Koeffizienten a; € K, so kann man

k=0
ganz analog wie fiir f(z) = e* auch

f(M) = f:akMk €A

k=0

fiir alle M € A definieren.
Ist S € A invertierbar, so gilt offenbar

(. i

(ST'MS)Y = (S7'-M-S)(ST'MS) .- (ST'MS)

k—mal
= STIM*S,
folglich
STFM)S =D ST apMbS = " an(STTMS),
k=0 k=0
d.h.

STH(M)S = f(STIMS).
Speziell folgt fir A € M™*(K), S € GL(n,K):

STl 5 = etSA5 (20.26)

Fassen wir unser Ergebnis zusammen:
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Theorem 20.9. Die autonome homogene lineare Dgl. @ = Az, A € M™"(K),
besitzt die Hauptfundamentalmatriz X (t) = !4, d.h. X = A- X und X(0) = I. Fiir
diese gelten die Figenschaften (20.23) — (20.25). Die Losung des AWP

Tt =Ax+0b(t), x(to) =¢

st gegeben durch
t

() = etA<e_t°A£+ / e=54b(s) ds).

to
Insbesondere ist der Fluss der homogenen Dgl. & = Az fiir ¢y = 0 gegeben durch
(8) = e €.

Formal haben wir damit die Losungstheorie autonomer linearer Dgln. entwickelt. In
der Praxis mochte man natiirlich die Fundamentalmatrix X (¢) nicht in Form einer
unendlichen Reihe ) % haben, sondern wiinscht sich eine geschlossene Darstel-

k
lung. Dabei hilft die lineare Algebra.

20.4 Verwendung der Jordanschen Normalform

Wir unterwerfen die Dgl. ©# = Az einer linearen Koordinatentransformation
r = Sy, mit S € GL(n,K).

Fiir y erhalten wir dann die Dgl.

g =(ST1AS)y,
mit zugehoriger Hauptfundamentalmatrix

Y (t) = 48,
Nach der vorangegangenen Bemerkung ist

Y(t) = S71X(t)S,

wobei X (t) = e die Hauptfundamentalmatrix zu @ = Az ist.
Nun wihlen wir S so, dass S7'AS und damit auch Y (¢) eine moglichst einfache
Gestalt erhélt.
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Wiéhlen wir dazu 0.B.d.A. K = C, so kann man nach Jordan und Hélder S €
GL(n,C) so withlen, dass S7'AS die Normalform

0

B
erhélt, mit Jordan-Bldocken B; = \jIcn;+N;, wobei N; eine nilpotente n; xn;-Matrix
der Gestalt

01 0 0
0 . 0
N, =
j o
0 0
ist, und \; ein komplexer Eigenwert von A, d.h.
A1 0
B' — ’ . .
j 0 S
Aj

Verschiedene Blocke B; konnen dabei denselben Eigenwert A; besitzen. Damit er-
halten wir offenbar

etBl
Y (1) = 5748 = e
otBr
und, da ;7 und N; vertauschen,
etBj — et)\jf+th — €t)\j€th.
Weiter gilt:
k
—
0 ... 0 1 0 0
NF = 0 fir k <n; — 1
J 1 = 14 9
0
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Nf = 0 fiir £ > n;, folglich

2 tnjfl
1t 122 e

o
o 01 ¢ R

etNJ — . iNk — 1
Kl

k=0 :

1 t

0 0 1

U.a. liefern uns diese Uberlegungegen folgende strukturelle Beschreibung der Losun-
gen von & = Ax:

Satz 20.10. Jede Lisung der linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffi-
zienten & = Ax ist eine Linearkombination von Vektoren, deren Eintrige Fxponen-

tialterme der Gestalt
et (20.27)

sind. In den Exponenten der Exponentialterme treten dabei die Eigenwerte \; von
A auf, d.h. die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P(\) := det(A — AI).
Dabei kann m € N mazimal den Wert m; — 1 annehmen, falls m; die Vielfachheit
des Eigenwerts A\; bezeichnet.

In der Praxis ist es manchmal einfacher, Losungen dadurch zu bestimmen, dass
man per ANSATZ verlangt, dass sie die oben beschriebene Struktur (20.27) haben.
Vergleiche dazu [M].

Es sei schliefllich noch erwéhnt, dass man die Theorie expliziter gewchnlicher Dgln.
hoherer Ordnung zwar grundsétzlich mittels des Reduktionsverfahrens in Abschnitt
19.1 auf die der Gleichungssysteme 1. Ordnung zuriickfithren kann, dass es jedoch
auch hier oftmals niitzlicher ist, direkt mit den Gleichungen héherer Ordnung zu
arbeiten. Mehr dazu findet man ebenfalls in [M].

21 Anhang: Differenzierbarkeit lokaler Fliisse

Wir wollen hier den Beweis von Theorem 19.10 fiithren fiir den Fall p = 1, und iiber-
nehmen dazu die Notationen und Reduktionen, welche wir im Beweis von Theorem
19.6 eingefiihrt hatten.

Sei also gemifl Theorem 19.6 v € C(J x V, D) ein stetiger lokaler Fluss zu f bei
x9 € D. Wir zeigen:

Satz 21.1. Ist f € CY(D, E), so ist v € C'(J x V, D), zumindest nach eventueller
Verkleinerung von J und V.
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Fiir den Beweis gehen wir aus von folgender Gleichung:

Dw(t,€) = f(v(t,€)), v(0,§)=¢ Vie eV (21.1)

Nehmen wir einmal bereits an, dass v € C! ist, so ergibt Differentiation nach ¢
mittels der Kettenregel

Dy(Dev)(t, &) = De(Dyo)(t,€) = f'(v(t, §)) o (Dev)(t, §).

Die Funktion z(¢,§) := (D¢v)(t,€), z:J x V — L(E), erfiillt somit die sogenannte
linearisierte Dgl.

Diz(t, ) = (8 v(t,€)) o 2(t,€). (21.2)

Wegen v(0, &) = £ ist ferner
2(0,¢) =1id,

wobei id die identische Abbildung auf E bezeichne. Fiir f € CY(D,E) und fest
gegebenen lokalen Flu v definieren wir daher nun A € C'(J x V, L(E)) durch

A(t, &) = f'(v(t,€))-
Dazu betrachten wir das von dem Parameter £ abhingige lineare homogene AWP
z=A(t, &) oz 2(0)=id € L(E). (21.3)

Als nichstes wihlen wir eine offene Umgebung D von zy mit Dy C Dy C D so, dass
Dy kompakt ist, ein Intervall Jy =] — ag, ag[C Jo C J sowie eine offene Umgebung
Vo von z¢ mit Vo C Vo C V, wobei Vj kompakt sei, so, dass v(Jy x V) C Dy ist.
Dann ist

L :=sup{||f'(z)|| : # € Do} < o0,

wobei || f'(z)|| die Operatornorm von f’(z) bezeichne. Damit folgt
[A(t,§) 0z = A(t, §) owl| < Lz —wl|  V(t,&) € Jo x Vo, z,w € L(E).
Ferner existiert eine Konstante M so, dass
At Eow| <M Vw e L(E) mit ||w—id| < 10.

Nach eventuellem Verkleinern von Jy x V gibt es daher nach dem Satz von Picard
und Lindeldf fiir alle £ € Vj eine eindeutige Losung ¢ — z(t, &) des Anfangwertpro-
blems (21.3) auf ganz Jy. Ferner ist 0.B.d.A.

K= sup{|[2(4, )| = (1,€) € Jo x Vo} < o0

Lemma 21.2. Die Abbildung z : Jo x Vo — L(E) ist stetig
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Beweis. Es ist

1A, &) — At )| = I1f"(v(t, ) = f (&)l

Da f’ auf dem Kompaktum D, gleichmiBig stetig ist, ergibt sich hieraus zusammen
mit der Ungleichung (19.17): Zu jedem & > 0 gibt es ein § > 0 so, dass

|A(t, &) — A(t,n)|| < e vt € Jo,VE,m €V mit ||€—n| <6. (21.4)

Damit erhalten wir
2. = =l < | [ 14690 26.6) = Ao 2G5l s
< | [ 1066 — Atsm) o sl
H [ 1460 (5.9~ sl
< cag+| [ 16,9 - sl

fiir t € Jo und ||€ — 7| < 6.

Ahnlich wie in Lemma (19.9) erhalten wir hieraus mittels der Gronwallschen Un-
gleichung fiir diesen Bereich von Werten von ¢ und &, 7

||Z(t7€) - Z(t777)|| < EKa'OeLaO-

Damit konnen wir analog zu Lemma 3.12 auf die Stetigkeit von z(¢,&) in ¢ und ¢
schlieflen.

Q.E.D.
Das nachfolgende Lemma schliesst den Beweis von Satz 21.1 ab.

Lemma 21.3. v liegt in C'(Jy x Vo, D), und die Ableitung Dev von v nach & €
Vo ist gegeben durch die Lisung z des AWP (21.3), welches man durch formales
Differenzieren von (21.1) nach & erhdlt.

Beweis. Die Stetigkeit von D,v ist nach (21.1) offenbar. Da ferner die Losung des
parameterabhéngigen linearen Problems (21.3) stetig ist, miissen wir nur zeigen,
dass Dgv existiert und gleich z ist.

Dazu sei & € Vj fest. Fiir h € E mit ||h|| klein setzen wir

O(t,h) :==v(t,{+ h) —v(t,§).
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Dann ist

t
0(0.0) =20 b = [ 7006 +1) = F0(5.Dlds — [ F05.€) - 2(5.8) - s

0

t

- / F(0(5,€) - [0, ) — =(5,€) - hlds (21.5)
[ Ul ) = F006.9) = £, Dlelos6 + ) = vl s
Da v Lipschitz-stetig ist, existiert ein A > 0 so, dass
[o(s, &+ h) —o(s, &Il < AllA]l.

Sei € > 0. Laut Voraussetzung ist f stetig differenzierbar, und zusammen gibt es
damit aufgrund der Definition der totalen Ableitung zu ¢ > 0 ein § > 0 so, dass aus

|h]| < o folgt:
Der 2. Term in (21.5) ist in der Norm beschrénkt durch

\/ cllo(s. €+ h) — (s, &) ds| < Aeljn],
mit einer positiven Konstanten A. Es folgt:
10(t, h) — 2(t, &) - h]| < )/ L||0(s, h) — z(s,€) - h| ds‘ + Ae||h|l,

also, nach Gronwall,

falls ||h]| < 4.
Dies zeigt, dass v bzgl. ¢ differenzierbar ist, mit Ableitung Dev(t, ) = 2(¢,§).

Q.E.D.



