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17 Einführung 85

18 Einige Elementare Integrationsmethoden 93
18.1 Separation der Variablen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
18.2 Variablentransformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

19 Existenz, Eindeutigkeits- und Abhängigkeitssätze 100
19.1 Reduktion einer Gleichung n-ter Ordnung auf ein System von Glei-

chungen 1-ter Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
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I. DAS LEBESGUESCHE INTEGRAL

1 Einführung

Das Ziel dieses ersten Teils der Vorlesung ist es, die Integrationstheorie, welche bis-
her nur für Funktionen einer Veränderlichen entwickelt worden ist, auf Funktionen
in mehreren Veränderlichen auszudehnen. Ferner soll selbst im 1-dimensionalen Fall
die Klasse der

”
integrierbaren“ Funktionen erheblich vergrößert werden. In der Ana-

lysis II wurde das Riemannsche Integral behandelt, zumindest für die Klasse der
sogenannten Regelfunktionen (je nach Zugang).

Der Riemannsche Integralbegriff hat sich jedoch in mancherlei Hinsicht als unbefrie-
digend herausgestellt.
Der eine Grund dafür liegt darin, dass es diverse Funktionen gibt, denen man auf
sinnvolle Weise ein Integral zuordnen sollte, welche jedoch nicht Riemannsch inte-
grierbar sind.

Ein Beispiel dafür ist die Dirichlet-Funktion ϕ : [0, 1] → R,

ϕ(x) :=

{
1, falls x rational,
0, falls x irrational.

Diese ist nicht Riemannsch integrierbar, obwohl es gute Gründe gibt, ihr das Integral
0 zuzuordnen (vgl. Aufgabe 1.1). Beachte dazu, dass ϕ die charakteristische Funktion
ϕ = 1A der Menge A := [0, 1]∩Q ist, der man nach Aufgabe 1.1 sinnvollerweise den
1-dimensionalen Inhalt 0 zuordnen würde.

Dieses Beispiel zeigt zudem eine weitere fundamentale Fragestellung auf:

Kann man beliebigen Teilmengen von R (oder allgemeiner des Rn) auf sinnvolle
Weise einen 1-dimensionalen (oder allgemeiner einen n-dimensionalen) Inhalt (oft
auch n-dimensionales Volumen genannt) zuordnen, d.h. den Inhalt

”
messen“ ?

Z.B. hätte das Intervall I := [a, b] den 1-dimensionalen Inhalt v1(I) := (b− a) (dies
ist gerade die Länge |I| des Intervalls), allgemeiner hätte ein Quader Q = [a1, b1] ×
· · ·× [an, bn] im Rn das n-dimensionale Volumen vn(Q) := (b1−a1) . . . (bn−an), und
der Menge A := [0, 1] ∩ Q aus obigem Beispiel würde man nach Aufgabe 1.2 gerne
den 1-dimensionalen Inhalt v1(A) := 0 zuweisen.

Diese Frage führt in das Gebiet der Maßtheorie, die sich, grob gesagt, mit dem

”
Messen“ von Mengen beschäftigt (s. z.B. [R]). Nun hängen Maß und Integral an-

schaulich sehr eng zusammen:
Ist M eine Teilmenge von R (oder allgemeiner des Rn), so sollte der 1-dimensionale
Inhalt v1(M) (bzw. allgemeiner das n-dimensionale Volumen vn(M) ) von M gleich
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dem Integral der charakteristischen Funktion von M sein (vorausgesetzt, dieses In-
tegral existiert!), d.h. folgende Formel sollte in einer gescheiten Integrationstheorie
gelten:

vn(M) =

∫

1M(x) dx. (1.1)

Wir werden daher i.W. [K] folgen und zunächst den Integralbegriff ausdehnen auf
den des Lebesgueschen Integrals, und anschließend die Identität (1.1) zur Definition
des Inhaltes oder Maßes vn(M) heranziehen. Wie wir allerdings sehen werden, ist es
nicht möglich, beliebigen Teilmengen des Rn auf sinnvolle Weise ein n-dimensionales
Volumen zuzuweisen, sondern nur den

”
Lebesgue-messbaren“ Mengen. Mengen, die

nicht messbar sind, sind allerdings nur schwer zu finden (mit Hilfe des Auswahl-
axioms!) .

In der abstrakten Maßtheorie geht man in der Regel einen anderen Weg, und definiert
zunächst das Maß geeigneter

”
messbarer“ Mengen, und definiert damit im Anschluss

das Integral (vgl. hierzu die Bemerkung im Anschluss an Theorem 11.7). Dieser
Zugang ist allerdings zeitaufwändiger.

Ein weiterer, struktureller Grund für die Ausdehnung des Integralbegriffs ist der
folgende: Ist f : [a, b] → C Riemannsch integrierbar, so können wir in Analogie zur
ℓ1-Norm setzen

‖f‖1 :=

∫ b

a

|f(x)|dx.

Man zeigt sofort, dass ‖ · ‖1 eine Halbnorm auf dem Vektorraum R = R[a,b] aller
Riemannsch integrierbaren Funktion auf [a, b] ist, d.h. es gilt

‖f‖1 ≥ 0, ‖λf‖1 = |λ| ‖f‖1, ‖f + g‖1 ≤ ‖f‖1 + ‖g‖1
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für alle f, g ∈ R und λ ∈ C (‖ · ‖1 ist allerdings keine Norm, denn ist z.B. f(x) = 1
für x = a und f(x) = 0 für x 6= a, dann ist f ∈ R, f 6= 0, jedoch ‖f‖1 = 0).

Der Vektorraumaum R, versehen mit dieser Halbnorm ‖ · ‖1, ist jedoch nicht
vollständig.

Beispiel. Für k ≥ 1 sei fk : [0, 1] → R definiert durch

fk(x) :=

{

x−1/2, x > 1/k,
0, sonst.

Da fk stückweise stetig ist, liegt fk in R = R[0,1]. Ferner ist {fk}k bzgl. ‖ · ‖1

eine Cauchy-Folge, d.h. zu jedem ε > 0 gibt es ein k0 so, dass für k, ℓ ≥ k0 stets
‖fk − fℓ‖1 < ε ist. Gäbe es nun ein f ∈ R mit lim

k→∞
‖f − fk‖1 = 0, so müsste

gelten: f(x) = x−1/2 + r(x), x ∈]0, 1], wobei r|[δ,1] für jedes δ > 0 eine Riemannsch

integrierbare Funktion ist mit
∫ 1

δ
|r(x)|dx = 0. Nach Aufgabe 1.3 ist dann aber die

Menge {x ∈]0, 1] : |r(x)| ≤ 1} dicht in [0, 1]. Insbesondere gibt es also eine Nullfolge

{xj}j in ]0, 1] mit |r(xj)| ≤ 1. Andererseits gilt x
−1/2
j → ∞, und folglich müsste f

unbeschränkt sein. Da Riemannsch integrierbare Funktionen beschränkt sind, führt
dies zum Widerspruch.

Nachdem bereits eine Vielzahl verschiedener Verallgemeinerungen des Riemannschen
Integralbegriffs aufgestellt worden waren, gelang es H. Lebesgue (1875—1941) um
die vorletzte Jahrhundertwende einen Integralbegriff einzuführen, welcher all diese
Probleme behebt und zu einer leistungsfähigen Integrationstheorie geführt hat.
Es sollte noch erwähnt werden, dass inzwischen eine Reihe recht unterschiedlicher
Zugänge zum Lebesgueschen Integral entdeckt worden sind, welche jedoch allesamt
äquivalent sind.
Bei dem von uns gewählten Zugang werden wir für beliebige Funktionen f auf dem
Rn deren

”
L1-Halbnorm ‖f‖1“ definieren. Der Raum der integrierbaren Funktionen

wird dann der Abschluss (also eine
”
konkrete“ Vervollständigung) des Raumes aller

Treppenfunktionen bzgl. dieser Halbnorm sein.

2 Integration von Treppenfunktionen

Definitionen.

(i) Seien X eine Menge und A ⊂ X eine Teilmenge. Unter der charakteristi-
schen Funktion (oder auch Indikatorfunktion) von A versteht man die
Funktion 1A : X → R, welche durch

1A(x) :=

{
1, falls x ∈ A
0, falls x ∈ X \ A

definiert ist (man schreibt oft auch χA anstelle von 1A).
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(ii) Ein Quader Q im Rn ist das direkte Produkt Q = I1 × . . . × In von n be-
schränkten, nichtleeren Intervallen I1, . . . , In ⊂ R. Ist I ein Intervall mit den
Endpunkten a ≤ b, so bezeichne v1(I) := |I| = b−a seine Länge. Allgemeiner
ist das (n-dimensionale) Volumen des Quaders Q = I1 × . . . × In definiert
durch

vn(Q) := |I1| · · · |In|,
d.h. vn(Q) ist das Produkt der Kantenlängen des Quaders. Oftmals werden
wir in Situationen, in denen klar ist, dass wir das n-dimensionale Volumen
meinen, auch nur kurz v(Q) anstelle von vn(Q) schreiben. Ist Q ausgeartet,
d.h. liegt Q in einer Hyperebene des Rn, so ist vn(Q) = 0.

(iii) Eine Funktion ϕ : Rn → C heiße Treppenfunktion, wenn es endlich viele
paarweise disjunkte Quader Q1, . . . , Qs gibt so, dass

(a) ϕ auf jedem dieser Quader konstant ist, und

(a) ϕ(x) = 0 für alle x ∈ Rn \
s⋃

j=1

Qj ,

d.h. wenn ϕ die Gestalt

ϕ =
s∑

j=1

λj1Qj
(2.1)

hat, mit λ1, . . . , λs ∈ C und paarweise disjunkten Quadern Q1, . . . , Qs.

Lemma 2.1. Eine Funktion ϕ der Gestalt (2.1) ist auch dann eine Treppenfunktion,
wenn die Quader Q1, . . . , Qs nicht paarweise disjunkt sind.

Beweis. Übung.

Beispiel 2.2 (Treppenfunktionen und Riemannsche Summen). Sei f :
[a, b] → C eine Funktion, und sei Z = {x0, . . . , xm} eine Zerlegung von [a, b], d.h.
es gelte a = x0 < x1 < · · · < xm−1 < xm = b. Sei Ij := [xj−1, xj ] das j-te Teilin-
tervall dieser Zerlegung, und sei ξ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ I1,× · · · × Im ein m-Tupel von
Stützstellen zur Zerlegung Z. Die zugehörige Treppenfunktion

ϕZ,ξ :=

m∑

j=1

f(ξj)1Ij

besitzt dann gerade das Integral

∫ b

a

ϕZ,ξ(x) dx =

m∑

j=1

f(ξj) |Ij| = S(f, Z, ξ),

wobei S(f, Z, ξ) die Riemannsche Summe von f bzgl. Z und ξ bezeichne.
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Es bezeichne T die Menge aller Treppenfunktionen auf Rn. Nach Lemma 2.1 ist T
gerade die lineare Hülle der Menge aller charakteristischen Funktionen von Quadern,
also insbesondere ein C-Vektorraum. Es gilt sogar

Lemma 2.3. T ist eine Algebra über C; insbesondere sind Summen und Produkte
von Treppenfunktionen wieder Treppenfunktion.

Beweis. Da die Menge aller Funktionen von Rn → C eine Algebra bildet, welche T
enthält, muss nur noch gezeigt werden, dass mit ϕ, ψ ∈ T auch die Produktfunktion
ϕψ in T liegt. Sind jedoch ϕ und ψ von der Gestalt (2.1), d.h. ist

ϕ =
s∑

j=1

λj1Qj
, ψ =

r∑

k=1

µk1Pk
,

mit Quadern Qj und Pk und λj, µk ∈ C, so ist

ϕψ =
∑

j,k

(λjµk)1Qj
1Pk

.

Da 1Qj
1Pk

= 1Qj∩Pk
ist, und da mit Qj und Pk auch Qj ∩ Pk ein Quader ist (oder

leer), folgt die Behauptung. Q.E.D.

Definition. Unter dem Integral der Treppenfunktion ϕ =
∑s

j=1 λj1Qj
versteht

man die Zahl
∫

Rn

ϕ(x) dx =

∫

ϕ dx :=
s∑

j=1

λjv(Qj) ∈ C. (2.2)

Ist z.B. ϕZ,ξ die einer Riemannsumme in Beispiel 2.2 zugeordnete Treppenfunktion,
so ist offenbar ∫

R

ϕZ,ξ(x) dx =

∫ b

a

ϕZ,ξ(x) dx = S(f, Z, ξ).

Satz 2.4. Die Definition des Integrals einer Treppenfunktion ϕ hängt nicht von
ihrer expliziten Darstellung (2.1) ab. Ferner gelten die folgenden Rechenregeln: Sind
ϕ, ψ ∈ T und α, β ∈ C, so ist

(i)
∫

(αϕ+ βψ) dx = α
∫
ϕ dx+ β

∫
ψ dx (Linearität)

(ii) |
∫
ϕ dx| ≤

∫
|ϕ| dx (

”
Dreiecksungleichung“)

(iii)
∫
ϕ dx ≤

∫
ψ dx, falls ϕ und ψ reellwertig sind und ϕ ≤ ψ. (Monotonie)
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Beweis. Per Induktion nach der Dimension n: Ist n = 1, so folgen die Behauptungen
unmittelbar aus den entsprechenden Eigenschaften des Riemannschen Integrals, da
jede Treppenfunktion Riemannsch integrierbar ist über jedes kompakte Intervall
[a, b], welches alle Intervall Qj enthält, wobei offenbar das durch (2.2) definierte
Integral mit dem Riemannschen Integral über [a, b] übereinstimmt.

Wir nehmen nun an, dass die Aussagen für alle Dimensionen m < n gelten.
Sei 1 ≤ p < n, und zerlege Rn = X × Y , mit X = Rp, Y = Rn−p. Entsprechend
schreiben wir jeden Quader Q = I1 × . . .× In als direktes Produkt

Q = Q′ ×Q′′

der Quader Q′ := I1 × . . .× Ip ⊂ X und Q′′ := Ip+1 × . . .× In ⊂ Y . Für z = (x, y) ∈
X × Y ist dann

1Q(z) = 1Q′(x)1Q′′(y).

Sei nun ϕ =
∑

j λj1Qj
eine Treppenfunktion auf X × Y . Für jedes y ∈ Y ist dann

ϕy : x 7→ ϕ(x, y) eine Treppenfunktion auf X, da

ϕy =
∑

j

λj1Q′′

j
(y)1Q′

j
.

Nach Induktionsvoraussetzung ist das Integral von ϕy über X unabhängig von der
Darstellung (2.1) von ϕ wohldefiniert und gegeben durch

∫

X

ϕy(x) dx =
∑

j

λjvp(Q
′
j)1Q′′

j
(y) =: Φ(y).

Φ ist offenbar eine Treppenfunktion auf Y .
Wiederum nach Induktionsannahme ist das Integral von Φ wohldefiniert und gege-
ben durch ∫

Y

Φ(y)dy =
∑

j

λjvp(Q
′
j)vn−p(Q

′′
j ).

Somit folgt insgesamt

∫

Y

(∫

X

ϕy(x) dx

)

dy =
∑

k

λkvn(Qk). (2.3)

Die linke Seite von (2.3) hängt nicht von der Darstellung (2.1) von ϕ ab. Damit
ist die Definition des Integrals von ϕ durch die rechte Seite von (2.3) gerechtfertigt.
Ferner gilt nach (2.3)

∫

Rn

ϕ(z)dz =

∫

Rn−p

(∫

Rp

ϕy(x) dx

)

dy. (2.4)
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Mittels (2.4) folgen nun auch die Aussagen (i) – (iii) unmittelbar aus den entspre-
chenden Aussagen für Räume der Dimension m < n. Q.E.D.

Schreiben wir anstelle von
∫

X
ϕy(x) dx einfacher

∫

X
ϕ(x, y) dx, so haben wir mit

(2.4) gleichzeitig folgendes Ergebnis bewiesen:

Korollar 2.5 (Satz von Fubini für Treppenfunktionen). Mit den Bezeichnun-
gen des vorangehenden Beweises gilt für jedes ϕ ∈ T

∫

X×Y
ϕ(x, y)d(x, y) =

∫

Y

(∫

X

ϕ(x, y) dx

)

dy. (2.5)

3 Die L1-Halbnorm

Vorbemerkung. In der Integrationstheorie werden des öfteren divergente Reihen
der Gestalt

∑

j

aj mit aj ∈ R+
0 auftreten. Wir schreiben dann kurz

∑

j

aj = ∞. Dies

legt nahe, Funktionen und Reihen mit Werten in C∪{∞} zu betrachten. Speziell für
die Integrationstheorie werden wir folgende Regeln für das Rechnen mit ∞ benutzen:

|∞| := ∞ ; ∞ := ∞,

r <∞ ∀r ∈ R, ∞ ≤ ∞,

∞ + c = c+ ∞ := ∞ ∀c ∈ C ∪ {∞},
∞ · c = c · ∞ := ∞ ∀c ∈ C× ∪ {∞},
∞ · 0 = 0 · ∞ := 0.

Terme c−∞ sind als c+(−1)∞ = c+∞ = ∞ zu deuten. Schließlich ordnen wir einer
Folge {aj}j in C∪ {∞} den

”
Grenzwert“ lim aj := ∞ zu, falls alle Folgenglieder ab

einem gewissen Index gleich ∞ sind, oder falls |aj| gegen ∞ strebt. Insbesondere ist
∑

j aj = ∞, falls aj ∈ R+
0 ∪ {∞} für alle j ∈ N und ein j0 existiert mit aj0 = ∞.

Dementsprechend werden wir oft Funktionen mit Werten in C ∪ {∞} zulassen. Im
Gegensatz zu reellen Funktionen bzw. komplexen Funktionen, welche Werte in R

bzw. C annehmen, werden wir Funktionen mit Werten in C∪{∞} als numerische
Funktionen bezeichnen.
Zur Abkürzung werden wir die Menge R+

0 ∪ {∞} oft mit [0,∞] bezeichnen.

Definitionen.

(i) Sei f : Rn → C∪ {∞} eine numerische Funktion. Unter einer Hüllreihe zu f
verstehen wir eine Funktionenreihe

Φ =
∞∑

k=0

ak1Qk

mit folgenden Eigenschaften:
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(a) Die Mengen Qk sind offene Quader im Rn, und ak ∈ R+
0 ∀k ∈ N.

(b) Für jedes x ∈ Rn gilt

|f(x)| ≤ Φ(x) :=

∞∑

k=0

ak1Qk
(x).

(ii) Der Inhalt der Hüllreihe Φ ist definiert durch

I(Φ) :=

∞∑

k=0

akv(Qk) ∈ [0,∞].

(iii) Unter der L1-Halbnorm ‖f‖1 einer numerischen Funktion f : Rn → C∪{∞}
verstehen wir das Infimum der Inhalte aller Hüllreihen zu f , d.h.

‖f‖1 := inf{I(Φ) : Φ ist Hüllreihe zu f}.

Da jede numerische Funktion f : Rn → C ∪ {∞} die Hüllreihe Φ∞ :=
∞∑

k=0

1]−k,k[n

besitzt, ist ‖f‖1 stets eine nicht-negative Zahl oder ∞, d.h. ‖f‖1 ∈ [0,∞].

Interpretation. ‖f‖1 ist ein
”
äußeres“ Maß für das (n+ 1)-dimensionale Volumen

des Gebietes
Γ = {(x, y) ∈ Rn × R : 0 ≤ y ≤ |f(x)|} ⊂ Rn+1,

welches durch die Ebene {y = 0} und den Graphen G(|f |) = {(x, |f(x)|) : x ∈ Rn}
von |f | begrenzt wird.
Es ist übrigens für den zu entwickelnden Integrationsbegriff entscheidend, Hüllreihen
mit unendlich vielen Termen zuzulassen – andernfalls würden wir nicht auf den
Lebesgueschen, sondern den Riemannschen Integralbegriff geführt.
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Lemma 3.1. Für f, g : Rn → C ∪ {∞} und c ∈ C gilt:

(i) ‖cf‖1 = |c| ‖f‖1;

(ii) ‖f + g‖1 ≤ ‖f‖1 + ‖g‖1;

(iii) |f | ≤ |g| ⇒ ‖f‖1 ≤ ‖g‖1.

Beweis. Die Regeln (i) und (iii) sind unmittelbar einzusehen. Die Regel (ii) ist
wegen |f + g| ≤ |f | + |g| und (iii) ein Spezialfall der folgenden Ungleichung:

Lemma 3.2 (Verallgemeinerte Dreiecksungleichung). Für jede Folge nicht-
negativer numerische Funktionen fk : Rn → [0,∞] gilt:

‖
∞∑

k=0

fk‖1 ≤
∞∑

k=0

‖fk‖1.

Beweis. Es genügt, den Fall
∞∑

k=0

‖fk‖1 <∞ zu betrachten. Sei ε > 0.

Wähle dann zu jeder Funktion fk eine Hüllreihe Φk =
∑

j

akj 1Qkj
mit Inhalt

I(Φk) =
∑

j

akjv(Qkj) ≤ ‖fk‖1 + ε2−k−1.

Die Doppelreihe Φ :=
∑

k,j

akj1Qkj
(genauer: die Reihe

∞∑

i=0

aν(i)1Qν(i)
, wobei ν : N →

N×N eine (beliebige) Bijektion sei) ist dann eine Hüllreihe zu f :=
∑

k

fk. Ihr Inhalt

ist gegeben durch

I(Φ) =
∑

k,j

akj v(Qkj) =
∑

k

(
∑

j

akj v(Qkj)

)

=
∑

k

I(Φk) ≤
∞∑

k=0

(‖fk‖1 + ε2−k−1)

=

∞∑

k=0

‖fk‖1 + ε

(zur Erinnerung: Reihen mit nicht-negativen Termen dürfen beliebig umgeordnet
werden!).

Somit ist ‖∑
k

fk‖1 ≤
∞∑

k=0

‖fk‖1 + ε, für jedes ε > 0, woraus die Behauptung folgt.

Q.E.D.
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Beispiel 3.3. Sei H = {xj = a} eine achsenparallele Hyperebene im Rn, z.B.
H = {(x1, . . . , xn) : x1 = a}. Dann ist ‖1H‖1 = 0. Insbesondere ist ‖1Q‖1 = 0 für
jeden ausgearteten Quader Q.

Setzen wir nämlich Qk :=]a− ε2−k, a+ ε2−k[×] − k, k[n−1 für k ≥ 1 (mit ε > 0), so

ist H ⊂
∞⋃

k=1

Qk, folglich Φε :=
∞∑

k=1

1Qk
eine Hüllreihe zu 1H , mit Inhalt

I(Φε) =
∞∑

k=1

ε21−k(2k)n−1 = εA,

mit einer endlichen Konstanten A. Da ε > 0 beliebig ist, folgt ‖1H‖1 = 0.

Wir wollen nun die wichtige Tatsache beweisen, dass die L1-Halbnorm einer nicht-
negativen Treppenfunktion gleich ihrem Integral ist.

Lemma 3.4 (Fundamentallemma). Für die Indikatorfunktion 1A eines kompak-
ten Quaders A gilt

‖1A‖1 = v(A) =

∫

1A dx.

Beweis. Sei ε > 0, und wähle dazu einen offenen Quader Q mit A ⊂ Q und v(Q) ≤
v(A)+ε. Dann ist Φ := 1Q eine Hüllreihe zu 1A mit Inhalt I(Φ) = v(Q) ≤ v(A)+ε.
Es folgt

‖1A‖1 ≤ v(A).

Ist umgekehrt Φ =
∑

k

ak1Qk
eine beliebige Hüllreihe zu 1A, so ist 1 ≤ Φ(x) für jedes

x ∈ A. Ist ε > 0 gegeben, so gibt es daher zu jedem x ∈ A einen Index N = N(x)
mit

1 − ε <
N∑

k=0

ak1Qk
(x).

Wegen der Offenheit der Qk bleibt diese Ungleichung für alle Punkte einer offenen
Umgebung U(x) von x gültig. Da A kompakt ist, können wir Amit endlich vielen sol-
chen Umgebungen U(x1), . . . , U(xp) überdecken. Für M := max{N(x1), . . . , N(xp)}
folgt:

(1 − ε)1A ≤
M∑

k=0

ak1Qk
.

Da beide Seiten dieser Ungleichung Treppenfunktionen sind, erhalten wir durch
Integration mit Hilfe von Lemma 3.1 (iii)

(1 − ε)v(A) ≤
M∑

k=0

akv(Qk) ≤
∞∑

k=0

akv(Qk) = I(Φ),
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und zwar für jedes ε > 0, also v(A) ≤ I(Φ). Da dies für jede Hüllreihe Φ zu 1A gilt,
folgt

v(A) ≤ ‖1A‖1.

Q.E.D.

Lemma 3.5. Für jede Treppenfunktion f auf Rn gilt ‖f‖1 =
∫
|f | dx.

Beweis. Ist Q = 〈a1, b1〉 × . . .× 〈an, bn〉 ein beliebiger Quader (hier bezeichne 〈a, b〉
ein beliebiges Intervall mit den Endpunkten a ≤ b), so ist der Abschluss Q von Q
der kompakte Quader

Q = [a1, b1] × · · · × [an, bn].

Ferner ist offenbar v(Q) = v(Q).
Sei nun f eine beliebige Treppenfunktion auf Rn. Wegen ‖f‖1 = ‖ |f | ‖1 dürfen wir
o.B.d.A. f ≥ 0 annnehmen. Sei

f =
∑

k

ak1Qk
(3.1)

eine Darstellung von f mit paarweise disjunkten Quadern Qk und Koeffizienten
ak > 0. Nach den Lemmata 3.1, 3.2 folgt

‖f‖1 ≤
∑

k

‖ak1Qk
‖1 =

∑

k

ak‖1Qk
‖1.

Ferner ist 1Qk
≤ 1Qk

, also ‖1Qk
‖1 ≤ ‖1Qk

‖1, und nach dem Fundamentallemma 3.4

ist ‖1Qk
‖1 = v(Qk) = v(Qk). Damit ergibt sich insgesamt

‖f‖1 ≤
∑

k

akv(Qk) =

∫

f dx. (3.2)

Um die umgekehrte Ungleichung zu beweisen, wählen wir einen genügend großen
kompakten Quader A so, dass Qk ⊂ A ist für alle Quader Qk in (3.1), und setzen
m := max{f(x) : x ∈ Rn}. Dann ist f(x) = 0 für x 6∈ A, und f(x) ≤ m ∀x ∈ A.
Somit ist

g := m1A − f

eine nicht-negative Treppenfunktion auf Rn, für welche nach (3.2) gilt:

‖g‖1 ≤
∫

g dx = mv(A) −
∫

f dx.

Ferner ist nach dem Fundamentallemma ‖g + f‖1 = ‖m1A‖1 = mv(A), so dass gilt
∫

f dx ≤ mv(A) − ‖g‖1 = ‖f + g‖1 − ‖g‖1

≤ ‖f‖1 + ‖g‖1 − ‖g‖1 = ‖f‖1.

Zusammen mit (3.2) ergibt sich die Behauptung. Q.E.D.
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4 Das Lebesguesche Integral und seine elementa-

ren Eigenschaften

4.1 Integration über den Rn

Definition. Eine numerische Funktion f : Rn → C ∪ {∞} heiße Lebesgue-
integrierbar über den Rn (kurz: integrierbar), wenn es eine Folge {ϕk}k von
Treppenfunktionen gibt mit

lim
k→∞

‖f − ϕk‖1 = 0, (4.1)

oder, äquivalent dazu, wenn sich f beliebig genau in der L1-Halbnorm durch Trep-
penfunktionen approximieren lässt, d.h. wenn es zu jedem ε > 0 eine Treppenfunk-
tion ϕε gibt mit ‖f − ϕε‖1 < ε. Offenbar ist dann ‖f‖1 <∞.

4.1 (Lemma und Definition). Für jede Folge {ϕk}k in T mit (4.1) ist die Folge
der Integrale {

∫
ϕk dx}k eine Cauchy-Folge in C, also konvergent. Ferner hängt

der Grenzwert nicht von der Approximationsfolge {ϕk}k ab, sondern nur von f .
Wir bezeichnen diesen als das (Lebesgue)-Integral von f , und schreiben dafür
∫

Rn f(x) dx oder kurz
∫

Rn f dx,
∫
fdnx bzw.

∫
f dx, d.h.

∫

Rn

f(x) dx := lim
k→∞

∫

Rn

ϕk(x) dx. (4.2)

Beweis. Für beliebige ϕ, ψ ∈ T gilt nach Lemma 3.5 und der Dreiecksungleichung

|
∫

ϕdx−
∫

ψ dx| = |
∫

(ϕ− ψ) dx| ≤
∫

|ϕ− ψ| dx = ‖ϕ− ψ‖1

≤ ‖f − ϕ‖1 + ‖f − ψ‖1.

Hieraus folgen leicht die Behauptungen.
Q.E.D.

Bemerkungen 4.2. (i) Offenbar ist jede Treppenfunktion ϕ integrierbar, und
ihr Lebesgue-Integral stimmt mit dem in Paragraph 6 definierten Integral übe-
rein.

(ii) Während aus limk→∞ ‖f − ϕk‖∞ = 0 die punktweise Konvergenz von {ϕk}k
gegen f folgt, kann dies aus limk→∞ ‖f −ϕk‖1 = 0 i.a. nicht gefolgert werden.
Wir werden später sehen, dass man jedoch stets eine Teilfolge {ϕkj

}j auswählen
kann, welche

”
fast überall“ punktweise gegen f konvergiert.

Satz 4.3. Mit f ist auch |f | über Rn integrierbar, und es gilt

|
∫

f dx| ≤
∫

|f | dx = ‖f‖1. (4.3)
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Bemerkung. Bei anderen Zugängen zum Lebesgueschen Integral wird die L1-
Halbnorm von f oft durch die Identität auf der rechten Seite von (8.3) definiert.

Beweis. Sei {ϕk}k eine Folge in T mit limk→∞ ‖f − ϕk‖1 = 0. Aus | |f | − |ϕk| | ≤
|f − ϕk| folgt mittels der Monotonie der L1-Halbnorm

‖ |f | − |ϕk| ‖1 ≤ ‖f − ϕk‖1.

Insbesondere ist limk→∞ ‖ |f | − |ϕk| ‖1 = 0, d.h. |f | ist integrierbar, und es folgt

|
∫

f dx| = | lim
k→∞

∫

ϕk dx| = lim
k→∞

|
∫

ϕk dx|

≤ lim
k→∞

∫

|ϕk| dx =

∫

|f | dx.

Es bleibt zu zeigen:
∫
|f | dx = ‖f‖1.

Nun gilt aber

‖f‖1 − ‖f − ϕk‖1 ≤ ‖ϕk‖1 ≤ ‖f‖1 + ‖f − ϕk‖1,

wobei limk→∞ ‖ϕk‖1 = limk→∞
∫
|ϕk| dx =

∫
|f | dx ist. Für k → ∞ erhalten wir

damit

‖f‖1 ≤
∫

|f | dx ≤ ‖f‖1

Q.E.D.

Satz 4.4. Seien f, g : Rn → C ∪ {∞} integrierbar, α, β ∈ C. Dann gilt:

(i) Die Funktionen αf + βg und f sind integrierbar, und
∫

(αf + βg) dx = α
∫
f dx+ β

∫
g dx, (Linearität)

∫
f dx =

∫
f dx.

(ii) Für reelles f und g folgt aus f ≤ g
∫
f dx ≤

∫
g dx (Monotonie)

(iii) Ist g zusätzlich beschränkt, so ist auch fg integrierbar, und

‖fg‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖∞ (4.4)

Beweis.

(i) Sind {ϕk}k, {ψk}k Folgen in T mit limk→∞ ‖f −ϕk‖1 = 0 = limk→∞ ‖g−ψk‖1,
so sind {αϕk+βψk}k und {ϕk}k Folgen in T mit limk→∞ ‖(αf +βg)− (αϕk +
βψk)‖1 = 0 bzw. limk→∞ ‖f − ϕk‖1 = 0. Die Behauptung folgt nun leicht aus
Satz 2.4.
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(ii) Nach Satz 4.3 und (i) gilt
∫

g dx−
∫

f dx =

∫

(g − f) dx = ‖g − f‖1 ≥ 0.

(iii) Sei o.B.d.A. M := ‖g‖∞ > 0. Sei ε > 0, und wähle ϕ ∈ T mit ‖f − ϕ‖1 <
ε/2M . Sei N := ‖ϕ‖∞ + 1, und wähle nun ψ ∈ T mit ‖g − ψ‖1 < ε/2N .

Aus

|fg − ϕψ| ≤ |f − ϕ| |g| + |ϕ| |g − ψ|
≤ M |f − ϕ| +N |g − ψ|

folgt dann
‖fg − ϕψ‖1 ≤M‖f − ϕ‖1 +N‖g − ψ‖1 < ε.

Somit ist fg integrierbar, und aus |fg| ≤M |f | folgt mit (i) und (ii)

‖fg‖1 =

∫

|fg| dx ≤M

∫

|f | dx = ‖g‖∞‖f‖1.

Q.E.D.

Korollar 4.5. (i) Eine komplexe Funktion f : Rn → C ist genau dann integrier-
bar, wenn die reellen Funktionen Re (f) und Im (f) dies sind, und es gilt dann

∫

f dx =

∫

Re (f) dx+ i

∫

Im (f) dx.

(ii) Sind f, g : Rn → R reelle integrierbare Funktionen, dann sind auch die Funk-
tionen

max(f, g) =
1

2
(f + g + |f − g|) und

min(f, g) =
1

2
(f + g − |f − g|)

integrierbar. Insbesondere sind der positive Anteil f+ := max(f, 0) und der
negative Anteil f− := max(−f, 0) von f integrierbar.

Bemerkung 4.6. Offenbar zerlegt sich f als Differenz der beiden nicht-negativen
Funktionen f+ und f−, d.h.

f = f+ − f−. (4.5)

Mittels des Korollars kann man sich bei vielen Beweisen auf den Fall nicht-negativer
reeller Funktionen beschränken.
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4.2 Integration über Teilmengen des Rn

Definitionen.

(i) Sei f : B → C∪{∞} eine numerische Funktion auf einer Teilmenge B des Rn.
Ist A eine Teilmenge von B, so verstehen wir unter der trivialen Fortsetzung
fA von f folgende Funktion fA : Rn → C ∪ {∞}:

fA(x) :=

{
f(x), falls x ∈ A,
0, falls x ∈ Rn \ A.

(ii) f heiße über A ⊂ Rn integrierbar, falls die triviale Fortsetzung fA über den
Rn integrierbar ist. In diesem Fall heißt

∫

A

f(x) dx :=

∫

Rn

fA(x) dx

das (Lebesgue)-Integral von f über A. Wir setzen

‖f‖1,A := ‖fA‖1.

Die im Abschnitt 4.1 bewiesenen Resultate gelten dann offenbar sinngemäß auch
bei der Integration über eine Teilmenge A des Rn. Insbesondere gilt für jede über A
integrierbare numerische Funktion

‖f‖1,A =

∫

A

|f(x)| dx. (4.6)

VORSICHT: Ist f über den Rn integrierbar, so ist i.a. f keineswegs über je-
de Teilmenge A des Rn integrierbar! Allerdings gibt es eine sehr große Klasse von
Mengen, die sogenannten

”
Lebesgue-messbaren“ Mengen, über welche jede auf dem

Rn integrierbare Funktion integrierbar ist. Darauf kommen wir noch ausführlich zu
sprechen.

Satz 4.7. Sei [a, b] ein kompaktes Intervall. Dann ist jede Riemannsch integrierbare
Funktion f ∈ R[a,b] über [a, b] Lebesgue-integrierbar, und ihr Riemannsches Integral
stimmt mit dem Lebesgueschen überein, d.h.

∫ b

a

f(x) dx =

∫

[a,b]

f(x) dx.

Beweis. Sei f ∈ R[a,b] Riemannsch integrierbar, mit Riemannschem Integral S :=
∫ b

a
f(x) dx. Indem wir die Funktion f in ihren Real- und Imaginärteil zerlegen, dürfen

wir o.B.d.A. annehmen, dass f reell ist. Sei dann ε > 0, und wähle δ > 0 so, dass
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für jede Zerlegung Z von [a, b] in Intervalle Ij , j = 1 . . .m, der Feinheit |Z| < δ und
jeden Vektor ξ von zugehörigen Stützstellen gilt

|S(f, Z, ξ) − S| < ε. (4.7)

Seien Z eine solche Zerlegung und ξ ein solcher Vektor von Stützstellen, und sei

ϕZ,ξ :=
m∑

j=1

f(ξj)1Ij

die in Beispiel 2.2 zugeordnete Treppenfunktion. Seien ferner Aj := sup Ij , aj :=
inf Ij , und seien

ϕu :=
m∑

j=1

Aj 1Ij ≤ ϕZ,ξ ≤ ϕo :=
m∑

j=1

aj 1Ij

die zugehörige Riemannsche
”
Oberfunktion“ ϕo bzw.

”
Unterfunktion“ ϕu, welche

Treppenfunktionen sind. Offenbar gilt dann auch

ϕu ≤ f ≤ ϕo,

so dass
|f − ϕZ,ξ| ≤ ϕo − ϕu,

und folglich

‖f − ϕZ,ξ‖1 ≤
∫

(ϕo − ϕu) dx = (

m∑

j=1

Aj|Ij | − S) − (

m∑

j=1

aj |Ij| − S).

Die beiden Summen
∑m

j=1Aj|Ij | und
∑m

j=1 aj|Ij | lassen sich aber beliebig gut durch
Riemannsche Summen zur Zerlegung Z approximieren, so dass man mit Hilfe von
(4.7) leicht sieht, dass

‖f − ϕZ,ξ‖1 < 4ε.

Dies zeigt, dass f Lebesgue-integrierbar ist. Ferner zeigt Beispiel 2.2 in Verbindung
mit (4.7), dass

|
∫ b

a

ϕZ,ξ(x) dx− S| < ε,

Folglich stimmt S mit dem Lebegueschen Integral von f über [a, b] überein.
Q.E.D.
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5 Zur Berechnung mehrdimensionaler Integrale

In der Analysis I wurde gezeigt, dass sich jede stetige Funktion auf einem kompak-
ten Intervall beliebig genau gleichmäßig durch Treppenfunktionen approximieren
lässt. Diese Aussage lässt sich mit fast wortgleichem Beweis auf stetige Funktio-
nen auf beliebigen kompakten Quadern im Rn verallgemeinern. Damit erhält man
ganz ähnlich wie in Satz 4.7, dass stetige Funktionen über kompakte Quader des Rn

Lebesgue-integrierbar sind. Allgemeiner gilt der folgende

Satz 5.1. Sei K ⊂ Rn kompakt und f : K → C stetig. Dann ist f über K integrier-
bar.

Beweis. Später. Für einen direkten Beweis, siehe [K].

5.1 Der Kleine Satz von Fubini

Wie lässt sich nun
”
konkret“ das Integral einer Funktion f ∈ C(K,C) wie in Satz

5.1 berechnen? Die wichtigste Methode besteht darin, mittels einer Verallgemei-
nerung von Korollar 2.5 mehrdimensionale Integrale auf eindimensionale Integrale
zurückführen.

Wir zerlegen dazu wieder Rn = X×Y , mitX := Rp und Y := Rq, p, q ≥ 1, p+q = n.

Definitionen. Seien A ⊂ X × Y, x ∈ X, y ∈ Y .

(i) Wir setzen

Ay := {x ∈ X : (x, y) ∈ A} ⊂ X,

xA := {y ∈ Y : (x, y) ∈ A} ⊂ Y.

Ay bzw. xA heißt die Schnittmenge von A zu y ∈ Y bzw. zu x ∈ X.

(ii) Ist f : A→ C ∪ {∞} eine numerische Funktion, so definieren wir

fy : Ay → C ∪ {∞}, fy(x) := f(x, y),

xf : xA→ C ∪ {∞}, xf(y) := f(x, y).

Ist fy über Ay (bzw. xf über xA) integrierbar, so setzen wir
∫

Ay

f(x, y) dx :=

∫

Ay

fy(x) d
px,

∫

xA

f(x, y) dy :=

∫

xA

xf(y) dqy.
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Schließlich bezeichne π1 : X × Y → X, (x, y) 7→ x und π2 : X × Y → Y, (x, y) 7→ y
die Projektionen auf die erste bzw. 2. Koordinate des Produktraumes X × Y. Da
π1 und π2 stetig sind, sind offenbar π1(A) und π2(A) kompakt, falls A ⊂ X × Y
kompakt ist. Ferner ist z.B.

π2(A) = {y ∈ Y : Ay 6= ∅}. (5.1)

Satz 5.2 (Kleiner Satz von Fubini). Sei A ⊂ X×Y kompakt, und sei f : A→ C

stetig. Definiere F : π2(A) → C durch

F (y) :=

∫

Ay

f(x, y) dx.

Dann ist F integrierbar über π2(A), und es gilt

∫

A

f(x, y) d(x, y) =

∫

π2(A)

F (y) dqy,

d.h. ∫

A

f(x, y) d(x, y) =

∫

π2(A)

(∫

Ay

f(x, y) dx
)

dy. (5.2)

Analog ist auch

∫

A

f(x, y) d(x, y) =

∫

π1(A)

(∫

xA

f(x, y) dy
)

dx. (5.3)

Beweis. Später. Für den direkten Beweis, siehe [K].

Wichtiger Spezialfall.

A ⊂ Rn = Rn−1 × R = X × Y

sei kompakt, und für jedes x ∈ π1(A) sei xA ein (kompaktes) Intervall

xA = [y1(x), y2(x)]. (5.4)

Dann gilt nach den obigen Sätzen und Satz 4.7 für f ∈ C(A,C):

∫

A

f(x, y) d(x, y) =

∫

π1(A)

(
y2(x)∫

y1(x)

f(x, y) dy
)

dx. (5.5)
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Damit ist ein n-dimensionales Integral auf ein 1-dimensionales und ein (n − 1)-
dimensionales Integral zurückgeführt. Durch Iteration kann man damit sukzessiv
das n-dimensionale Integral auf n eindimensionale Integrationen zurückführen.

Beispiele 5.3. (a) Sei A = [a, b] × [c, d] ein Quader im R2. Dann ist π1(A) =
[a, b], xA = [c, d] für x ∈ π1(A), also

∫

A

f(x, y) d(x, y) =

b∫

a

(
d∫

c

f(x, y) dy
)

dx. (5.6)

(b) Sei A = Br(0) ⊂ R2 eine abgeschlossene Kreisscheibe. Dann ist π1(A) =
[−r, r], y1(x) = −

√
r2 − x2, y2(x) =

√
r2 − x2 für x ∈ π1(A), also

∫

Br(0)

f(x, y) d(x, y) =

∫ r

−r

(

√
r2−x2
∫

−
√
r2−x2

f(x, y) dy
)

dx. (5.7)

Definition. Die Teilmenge A ⊂ Rn heiße (Lebesgue)-integrierbar, falls die Funk-
tion 1 über A integrierbar ist, d.h. wenn 1A integrierbar ist.

Definition. Sei A ⊂ Rn. Ist die Menge A integrierbar, so setzen wir

v(A) = vn(A) :=

∫

A

1 dnx =

∫

Rn

1A dx.

vn(A) heißt das n-dimensionale Volumen oder das Lebesgue-Maß von A. Im
Fall n = 2 nennt man v2(A) auch den Flächeninhalt von A.
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Beispiel 5.4. Nach Satz 5.1 ist die konstante Funktion 1 über die kompakte Kreis-
scheibe A = Br(0) ⊂ R2 integrierbar, d.h. Br(0) ist eine integrierbare Menge. Ferner
ist nach Beispiel 5.3 (b) ihr Flächeninhalt gegeben durch

v2(Br(0)) =

r∫

−r






√
r2−x2
∫

−
√
r2−x2

1 dy




 dx = 2

r∫

−r

√
r2 − x2 dx

= 4r

1∫

0

√
1 − t2 dt = πr2.

Beispiel 5.5. Sei g : [a, b] → R+
0 stetig. Dann hat

A := {(x, y) ∈ R2 : x ∈ [a, b], 0 ≤ y ≤ g(x)}

nach Formel (5.5) den Flächeninhalt

v2(A) =

∫

[a,b]





g(x)∫

0

1 dy



dx =

b∫

a

g(x)dx.

5.2 Berechnung von Volumina. Cavalierisches Prinzip

Der Kleine Satz von Fubini liefert insbesondere ein nützliches Rekursionsverfahren
zur Berechnung von Volumina. Sei A ⊂ Rn−1 × R = X × Y eine kompakte Menge.
Für y ∈ R bezeichne wieder Ay die Schnittmenge {x ∈ Rn−1 : (x, y) ∈ A}. Dann gilt
offenbar

vn(A) =

∫

R

vn−1(Ay) dy. (5.8)

Insbesondere gilt das folgende, nach B. Cavalieri (1598-1647) benannte Prinzip:
Zwei kompakte Mengen A und B in Rn−1 ×R haben das gleiche Volumen, wenn die
Schnittmengen Ay und By für alle y ∈ R das gleiche (n− 1)-dimensionale Volumen
haben.
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Beispiele 5.6. Seien B ⊂ Rn−1 ein Kompaktum und h > 0.

(a) Volumen eines Zylinders. Die Menge

Z = Z(B, h) := B × [0, h] ⊂ Rn−1 × R

heißt Zylinder mit Basis B und Höhe h. Für jedes h ∈ [0, h] = π2(Z(B, h))
ist Z(B, h)y = B, und somit folgt nach (5.8)

vn(Z) =

∫ h

0

vn−1(B) dy = h · vn−1(B).

(b) Volumen eines Kegels. Die Menge

K = K(B, h) := {(x, y) ∈ Rn : y ∈ [0, h] und x ∈ (1 − y

h
)B}

heißt Kegel mit Basis B und Höhe h.

Die Schnittmenge K(B, h)y ist für h ∈ [0, h] = π2(K(B, h)) gegeben durch
K(B, h)y = (1 − y

h
)B. Sie hat nach Aufgabe 4.3 (b) das (n− 1)-dimensionale

Volumen (1 − y
h
)n−1 · vn−1(B). Damit ergibt sich

vn(K) = vn−1(B) ·
∫ h

0

(

1 − y

h

)n−1

dy =
h

n
· vn−1(B).

(c) Das Kugelvolumen nach Archimedes. Sei A der dreidimensionale Körper, der
entsteht, wenn man aus dem Kreiszylinder Z mit Radius r und Höhe r einen
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Kegel ausbohrt, der seine Spitze im Mittelpunkt der Basis von Z hat und
dessen Basis die Deckscheibe von Z ist. Sei ferner B die Halbkugel mit dem
Radius r.

Der Schnitt Ay in der Höhe y ist ein Kreisring mit der Fläche π(r2 − y2), der
Schnitt By ein Kreis mit derselben Fläche (vgl. Beispiel 5.4) . Also ist

v(B) = v(A) = v(Z) − v(K) = πr3 − 1

3
πr3 =

2

3
πr3.

Die (3-dimensionale) Kugel vom Radius r hat also das Volumen 4
3
πr3.

Unsere Argumentation enthält allerdings noch eine kleine Lücke. Damit A
kompakt ist, muss ein offener Kegel K ausgebohrt werden. Gerechnet haben
wir aber mit dem Volumen des abgeschlossenen Kegels K. Nun ist aber K \
K = ∂K eine Nullmenge (dies folgt z.B. mit Hilfe von Aufgabe 3.2 c), und
deshalb gilt, wie wir zeigen werden, dass v(K) = v(K). Außerdem müssen wir
noch weitere Eigenschaften des Maßes nachweisen, wie z.B. die Additivität bei
disjunkten Zerlegungen von Mengen (s. § 8).

6 Lebesguesche Nullfunktionen und Nullmengen

Definition. Eine numerische Funktion f : Rn → C ∪ {∞} heiße (Lebesguesche)
Nullfunktion, falls ‖f‖1 = 0. Wir bezeichnen mit

N := {f : Rn → C ∪ {∞} : ‖f‖1 = 0}

die Menge aller Nullfunktionen auf dem Rn.
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Lemma 6.1. (a) Für eine numerische Funktion f auf Rn sind folgende Aussagen
äquivalent:

(i) f ist eine Nullfunktion.

(ii) f ist integrierbar und
∫
|f |dx = 0.

(b) Ist {fk}k eine Folge von Nullfunktionen, so ist
∑

k

|fk| eine Nullfunktion.

(c) N bildet einen Vektorraum über C.

(d) Ist |g| ≤ f und f ∈ N , so ist g ∈ N .

Beweis. (a) folgt Satz 4.3, (b) aus der verallgemeinerten Dreiecksungleichung für
die L1-Halbnorm, (c), (d) aus Lemma 3.1.

Q.E.D.

Definition. Eine Teilmenge N ⊂ Rn heiße (Lebesguesche) Nullmenge, falls ihre
Indikatorfunktion 1N eine Nullfunktion ist, d.h. wenn ‖1N‖1 = 0.

Der folgende Satz liefert eine anschaulichere Charakterisierung von Nullmengen:

Satz 6.2. Eine Teilmenge N ⊂ Rn ist eine Nullmenge dann und nur dann, wenn
es zu jedem ε > 0 eine Folge von Quadern {Qk}∞k=0 ⊂ Rn gibt mit

N ⊂
∞⋃

k=0

Qk und

∞∑

k=0

vn(Qk) < ε.

Beweis. Folgt aus dem allgemeineren Satz 9.2 (vgl. auch Aufgabe 3.3). Q.E.D.

Lemma 6.3. (a) Ist {Nk}k eine Folge von Nullmengen in Rn, so ist auch
⋃

k

Nk

eine Nullmenge.

(b) Ist N eine Nullmenge, so auch jede Teilmenge M ⊂ N .

Beweis. (a) Folgt wegen 1
S

k

Nk
≤∑

k

1Nk
sofort aus Lemma 6.1 (b) und (d).

(b) Ist M ⊂ N , so ist 1M ≤ 1N . Die Behauptung folgt damit aus Lemma 6.1 (d).
Q.E.D.

Z.B. ist damit nach Beispiel 3.3 jede Menge, welche in einer achsenparallelen Hyper-
ebene liegt, eine Nullmenge. In späteren Kapiteln werden wir weitere Eigenschaften
von Nullmengen studieren.

Definition. Es sei E eine Eigenschaft derart, dass für jeden Punkt x ∈ Rn erklärt
ist, ob er diese Eigenschaft hat oder nicht. Man sagt dann, dass (Lebesgue) fast
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alle (kurz: f.a.) x ∈ Rn die Eigenschaft E besitzen, oder dass die Eigenschaft E
fast überall (kurz: f.ü.) gilt, wenn die Menge aller Punkte, für die E nicht gilt,
eine Nullmenge ist.

Wir werden sehen, dass Nullmengen in der Integrationstheorie in vielerlei Hinsicht
die zulässigen Ausnahmemengen bilden. Z.B. gilt

Satz 6.4. Sei f : Rn → C ∪ {∞} eine Funktion mit endlicher L1-Halbnorm, d.h.
‖f‖1 < ∞ (dies gilt insbesondere, wenn f integrierbar ist). Dann ist f(x) für fast
alle x ∈ Rn endlich, d.h.

N := {x ∈ Rn : f(x) = ∞}

ist eine Nullmenge.

Beweis. Sei ε > 0. Da 1 ≤ ε · ∞ = ∞, gilt:

1N ≤ ε|f |, also ‖1N‖1 ≤ ε‖f‖1.

Da dies für jedes ε > 0 gilt, folgt: ‖1N‖1 = 0.
Q.E.D.

Satz 6.5. Die numerische Funktion f : Rn → C ∪ {∞} ist genau dann eine Null-
funktion, wenn die Menge

N := {x ∈ Rn : f(x) 6= 0}

eine Nullmenge ist, d.h. wenn f(x) = 0 f.ü..

Beweis. Sei f eine Nullfunktion. Wir setzen dann fk := |f | für alle k ∈ N und

uN :=
∞∑

k=0

fk. Dann ist

uN(x) =

{
∞, falls f(x) 6= 0,
0, sonst,

d.h. es ist uN = ∞ · 1N . Ferner ist

‖uN‖1 ≤
∞∑

k=0

‖fk‖1 = 0,

d.h. uN ist eine Nullfunktion. Nach Satz 10.3 ist damit N eine Nullmenge.
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Nehmen wir umgekehrt an, dass N eine Nullmenge ist, und setzen dann hk := 1N

für k ∈ N. Dann ist

|f | ≤
∞∑

k=0

hk.

Wegen ‖hk‖1 = 0 folgt damit ‖f‖1 = 0, d.h. f ist eine Nullfunktion.
Q.E.D.

Satz 6.6. Es seien f und g numerische Funktionen auf Rn, welche f.ü. gleich sind.
Ist f integrierbar, so auch g, und es gilt dann

∫

f dx =

∫

g dx.

Insbesondere ist f + h integrierbar für jede Nullfunktion h ∈ N und
∫

(f + h)dx =
∫
f dx.

Beweis. Nach Voraussetzung ist h := g− f gleich Null außerhalb einer Nullmenge,
so dass nach Satz 6.5 ‖h‖1 = 0 ist. Nach Lemma 6.1 ist h integrierbar, also auch
g = f + h. Ferner ist ∫

g dx =

∫

f dx+

∫

h dx,

und wegen |
∫
h dx| ≤

∫
|h|dx = ‖h‖1 = 0 ist

∫
h dx = 0. Hieraus folgt die Behaup-

tung.
Q.E.D.

Fazit. Eine integrierbare Funktion darf auf einer Nullmenge beliebig abgeändert
werden, ohne dass die Integrierbarkeit verlorengeht und das Integral sich ändert.

Korollar 6.7. Sei f über die Teilmengen A und B des Rn integrierbar, und sei
A ∩B eine Nullmenge. Dann ist f auch integrierbar über A ∪ B, und es gilt:

∫

A∪B

f dx =

∫

A

f dx+

∫

B

f dx. (6.1)

Beweis. Wegen 1A∪B = 1A + 1B − 1A∩B ist

fA∪B = fA + fB − fA∩B.

Da A ∩ B Nullmenge ist, ist fA∩B eine Nullfunktion. Mit fA und fB ist somit nach
Lemma 6.1 und Satz 4.4 auch fA∪B integrierbar, und es gilt

∫

fA∪Bdx =

∫

fAdx+

∫

fBdx.

Q.E.D.
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Korollar 6.8. Zu jeder integrierbaren numerischen Funktion f auf Rn gibt es eine
integrierbare komplexe Funktion f̃ so, dass f = f̃ f.ü..

Beweis. Setze dazu

f̃(x) :=

{
f(x), falls f(x) 6= ∞,
0, sonst,

und wende die vorangehenden Sätze an.
Q.E.D.

Definition. Sei f fast überall auf Rn definiert, d.h. auf Rn \ N , wobei N eine
Nullmenge ist. Man sagt dann, f sei über den Rn integrierbar, wenn irgendeine
Fortsetzung von f auf den Rn integrierbar ist. Nach Satz 6.6 ist entweder jede
Fortsetzung von f auf den Rn integrierbar, oder keine, so dass dies Sinn macht.
Im ersten Fall definiert man das Integral von f über den Rn durch das Integral
irgendeiner Fortsetzung von f auf den Rn.
Ganz analog kann man von der Integrierbarkeit einer Funktion f sprechen, welche
nur f.ü. auf einer Teilmenge A des Rn definiert ist, und das Integral

∫

A
f dx einer

solchen Funktion definieren.

7 Konvergenzsätze

7.1 Der Vollständigkeitssatz von Riesz-Fischer

Definitionen.

(i) Es bezeichnen L1 = L1(Rn) die Menge aller integrierbaren numerischen Funk-
tionen f : Rn → C ∪ {∞}. Nach Satz 4.4 bildet L1(Rn) einen C-Vektorraum,
und ‖ · ‖1 ist nach Lemma 3.1 eine Halbnorm auf L1(Rn), d.h. es gilt

‖f‖1 ≥ 0, ‖cf‖1 = |c| ‖f‖1

und
‖f + g‖1 ≤ ‖f‖1 + ‖g‖1 ∀f, g ∈ L1(Rn), c ∈ C.

Ferner ist ‖f‖1 = 0 genau dann, wenn f ∈ N .

(ii) Eine Folge numerischer Funktionen {fk}k auf dem Rn heiße L1-konvergent
gegen die numerische Funktion f und f der L1-Grenzwert von {fk}k,
wenn

lim
k→∞

‖f − fk‖1 = 0.
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(iii) Eine Folge numerischer Funktionen {fk} auf Rn heiße L1-Cauchy-Folge,
wenn es zu jedem ε > 0 ein N ∈ N gibt so, dass

‖fk − fℓ‖1 < ε ∀k, ℓ ≥ N.

Achtung. Da ‖ · ‖1 auf L1 nur eine Halbnorm ist, unterscheidet sich der Grenz-
wertbegriff in (ii) insofern von dem in normierten Räumen, als der Grenzwert nicht
mehr eindeutig ist.

Lemma 7.1. Die Folge numerischer Funktionen {fk}k besitze den L1-Grenzwert f .
Dann konvergiert sie auch gegen jede weitere numerische Funktion, welche f.ü. mit
f übereinstimmt, und umgekehrt stimmt jeder L1-Grenzwert von {fk}k f.ü. mit f
überein.

Beweis. Ist f̃ = f f.ü., so ist f̃ = f + h, mit h ∈ N , d.h. h ist eine Nullfunktion.
Wegen ‖f̃ − fk‖1 = ‖f − fk + h‖1 ≤ ‖f − fk‖1 + ‖h‖1 = ‖f − fk‖1 besitzt die Folge
{fk}k dann auch f̃ als L1-Grenzwert.
Ist umgekehrt lim ‖f̃ − fk‖1 = 0, so folgt aus

‖f − f̃‖1 ≤ ‖f − fk‖1 + ‖f̃ − fk‖1

im Grenzwert für k → ∞, dass ‖f − f̃‖1 = 0. Q.E.D.

Ansonsten gelten die üblichen Regeln. Sind z.B. {fk}k und {gk}k L1-konvergent
gegen f bzw. g, und sind α, β ∈ C, so ist {αfk + βgk}k konvergent gegen αf + βg.
Ferner ist jede L1-konvergente Funktionenfolge eine L1-Cauchy-Folge.
Es ist nun eine fundamentale Tatsache, dass hiervon auch die Umkehrung gilt.

Theorem 7.2 (Vollständigkeitssatz von Riesz-Fischer).
Jede L1-Cauchy-Folge {fk}k integrierbarer numerischer Funktionen auf dem Rn be-
sitzt einen L1-Grenzwert f ∈ L1(Rn); für diesen gilt

∫

f(x) dx = lim
k→∞

∫

fk(x)dx. (7.1)

Beweis. Wir wählen Indizes k1 < k2 < . . . so, dass

‖fk − fkν
‖1 ≤ 2−ν ∀k ≥ kν.

Die Teilfolge {fkν
}ν besitzt dann insbesondere folgende Eigenschaft:

∞∑

ν=1

‖fkν+1 − fkν
‖1 ≤ 1. (7.2)
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Setze

gν := fkν+1 − fkν
und g :=

∞∑

ν=1

|gν |.

Mit der verallgemeinerten Dreiecksungleichung folgt: ‖g‖1 ≤ 1. Sei N0 := {x :
g(x) = ∞}, und Nν := {x : fkν

(x) = ∞}. Da ‖g‖1 < ∞, ‖fkν
‖1 < ∞, sind nach

Satz 6.4 die Mengen Nν , ν ∈ N, Nullmengen, also nach Lemma 6.3 auch N :=
⋃

ν

Nν .

Für x ∈ N c ist gν(x) ∈ C wohldefiniert, und die Reihe
∑

ν

|gν(x)| konvergiert absolut

gegen g(x).
Wir setzen

f(x) :=

{

lim
ν→∞

fkν
(x) = fk1(x) +

∞∑

ν=1

gν(x), x ∈ Rn \N ,

0, x ∈ N .

Dann ist f komplex, und die Teilfolge {fkν
}ν konvergiert f.ü. gegen f . Wir zeigen,

dass f die gewünschten Eigenschaften hat.
Sei ε > 0. Wir wählen ̺ ∈ N so groß, dass die beiden Ungleichungen

∞∑

ν=̺

‖gν‖1 ≤ ε und ‖fk − fk̺
‖1 ≤ ε ∀k ≥ k̺

gelten. Sei ϕ eine Treppenfunktion mit

‖fk̺
− ϕ‖1 ≤ ε.

Dann folgt

‖f − ϕ‖1 ≤ ‖f − fk̺
‖1 + ‖fk̺

− ϕ‖1

= ‖
∞∑

ν=̺

gν‖1 + |fk̺
− ϕ‖1

≤ ε+ ε = 2ε.

Dies zeigt, dass f integrierbar ist. Ferner gilt für k ≥ k̺

‖f − fk‖1 ≤ ‖f − fk̺
‖1 + ‖fk̺

− fk‖1

≤ ε+ ε = 2ε,

so dass f ein L1-Grenzwert der Folge {fk}k ist.
Es bleibt (7.1) zu zeigen. Aber, nach Satz 4.3 ist

|
∫

f dx−
∫

fkdx| ≤
∫

|f − fk|dx = ‖f − fk‖1,

woraus (7.1) folgt.
Q.E.D.
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Bemerkung 7.3. Aus lim
k→∞

‖f − fk‖1 = 0 folgt i.a. nicht, dass die Folge {fk}k f.ü.

gegen f strebt (Übung). Der obige Beweis zeigt jedoch, dass es stets eine Teilfolge
{fkν

}ν gibt, welche f.ü. punktweise gegen f strebt, nämlich wenn
∑

ν ‖fkν+1−fkν
‖1 <

∞.

Korollar 7.4. Jede integrierbare Funktion f auf Rn ist ein L1-Grenzwert einer
Folge von Treppenfunktionen {ϕk}k mit den folgenden Eigenschaften:

(i)
∞∑

k=0

‖ϕk+1 − ϕk‖1 <∞,

(ii) {ϕk}k konvergiert f.ü. punktweise gegen f .

Beweis. Sei {ψk}k eine Folge von Treppenfunktionen mit lim
k→∞

‖f − ψk‖1 = 0, und

wende Bemerkung 7.3 auf die Folge {fk}k = {ψk}k an.
Q.E.D.

7.2 Der Banachraum L1(Rn)

Wir haben gesehen, dass ‖·‖1 keine Norm auf L1(Rn) ist, da N := {f ∈ L1 : ‖f‖1 =
0} 6= {0}. N bildet jedoch einen linearen Teilraum von L1. Wir definieren daher nun
L1(Rn) als den Faktorraum

L1 = L1(Rn) := L1(Rn)/N .

Die Elemente von L1(Rn) sind die Nebenklassen [f ] = f +N , mit f ∈ L1. Dies sind
übrigens offenbar gerade die Äquivalenzklassen der folgenden Äquivalenzrelation auf
L1:

f ∼ g, falls f = g f.ü..

Durch Übergang von L1 zu L1

”
identifizieren“ wir also zwei Funktionen f und g,

wenn sie f.ü. gleich sind. Da ‖f‖1 = ‖g‖1, falls f ∼ g, ist durch

‖f + N‖1 := ‖f‖1 , f ∈ L1,

daher eine Halbnorm auf L1 wohldefiniert. Tatsächlich ist dies sogar eine Norm,
denn ist ‖f + N‖1 = 0, so ist ‖f‖1 = 0, also f ∈ N und somit f + N = N das
Nullelement in L1/N .
Der Satz von Riesz-Fischer impliziert nun

Theorem 7.5. (L1(Rn), ‖ · ‖1) ist vollständig, d.h. ein Banachraum.

Definition. Ist [f ] = f +N ∈ L1(Rn), so definieren wir das Integral von [f ] durch
∫

[f ] dx :=

∫

f dx.

Nach Satz 6.6 ist dies wohldefiniert.
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7.3 Der Satz von der monotonen Konvergenz

Theorem 7.6 (B. Levi). Es sei {fk}k eine monoton wachsende Folge integrierbarer
Funktionen auf dem Rn mit Werten in R∪{∞} derart, dass die Folge der Integrale
{
∫
fkdx}k beschränkt ist. Dann ist die punktweise gebildete Grenzfunktion

f := lim
k→∞

fk = sup
k
fk

integrierbar, und es gilt ∫

fdx = lim
k→∞

∫

fkdx.

Beweis. Die Folge der Integrale ist monoton wachsend und beschränkt, also kon-
vergent. Insbesondere ist sie eine Cauchy-Folge. Sei ε > 0. Dann gibt es somit ein
N ∈ N so, dass für N ≤ ℓ ≤ k

∫

(fk − fℓ)dx =
∣
∣
∣

∫

fkdx−
∫

fℓdx
∣
∣
∣ < ε.

Für k ≥ ℓ ist aber ‖fk− fℓ‖1 =
∫

(fk − fℓ)dx, so dass folglich {fk}k eine L1-Cauchy-
Folge in L1 ist. Nach dem Satz von Riesz-Fischer besitzt sie einen L1-Grenzwert
f̃ ∈ L1, und nach Bemerkung 7.3 gibt es eine Teilfolge {fkν

}ν , welche f.ü. punktweise
gegen f̃ strebt. Somit ist f̃ = f f.ü. . Damit ist auch f integrierbar, und nach Riesz-
Fischer ist ∫

f dx =

∫

f̃dx = lim
k→∞

∫

fkdx.

Q.E.D.

Wir betrachten zwei Anwendungen dieses Satzes.

Definition. Sei A ⊂ Rn. Unter einer Ausschöpfung von A verstehen wir eine
aufsteigende Folge

A0 ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ · · ·

von Teilmengen Ak ⊂ A mit A =
∞⋃

k=0

Ak. Wir schreiben dann auch Ak ↑ A.

Ist {Ak}k eine Ausschöpfung von A, so konvergiert offenbar die Folge der Indikator-
funktionen {1Ak

}k monoton gegen 1A.

Korollar 7.7 (Integration durch Ausschöpfung). Sei f eine numerische Funk-
tion auf A ⊂ Rn, und sei {Ak}k eine Ausschöpfung von A derart, dass f über jedes
Ak integrierbar ist. Dann ist f über A integrierbar genau dann, wenn die Folge der
Integrale

∫

Ak

|f |dx beschränkt ist. In diesem Fall ist

∫

A

f dx = lim
k→∞

∫

Ak

f dx.
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Beweis. Nach Satz 4.3 ist mit f auch |f | über A integrierbar, und es gilt
∫

Ak

|f |dx =

∫

|f |Ak
dx ≤

∫

|f |Adx =

∫

A

|f |dx,

d.h. die Folge {
∫

Ak

|f |dx}k ist beschränkt.

Sei nun umgekehrt die Folge der
∫

Ak

|f |dx beschränkt. Nach eventueller Abänderung

von f auf einer Nullmenge (vergl. Kapitel 6) dürfen wir f o.B.d.A. als komplex
voraussetzen, und dann nach Korollar 4.5 sogar als reell und nicht-negativ.
Sei also o.B.d.A. f ≥ 0. Dann ist fA die punktweise Grenzfunktion der monoton
wachsenden Folge {fAk

}k, deren Integrale beschränkt sind. Nach dem Satz von der
monotonen Konvergenz ist daher fA integrierbar, und

∫

A

f dx =

∫

fAdx = lim
k→∞

∫

fAk
dx = lim

k→∞

∫

Ak

f dx.

Q.E.D.

Korollar 7.8. Seien I ∈ R ein beliebiges Intervall und f ∈ C(I,C). Dann ist f über
I Lebesgue-integrierbar dann und nur dann, wenn das uneigentliche Riemannsche
Integral von |f | über I konvergiert. In diesem Fall stimmen das Lebesguesche Integral
und das uneigentliche Riemannsche Integral von f über I überein.

Beweis. Sei z.B. I =]a, b[, mit a ∈ R ∪ {−∞}, b ∈ R ∪ {+∞} (der Fall eines
kompakten Intervalls ist nach Satz 4.7 klar, und der Fall eines halboffenen Intervalls
kann ähnlich wie der eines offenen behandelt werden).
Sei {[ak, bk]}k eine Ausschöpfung von ]a, b[ durch kompakte Intervalle. Nach Satz 4.7
ist dann

Ik :=

∫

[ak,bk]

|f(x)|dx =

bk∫

ak

|f(x)|dx.

Nach Korollar 7.7 existiert daher
∫

]a,b[

f dx genau dann, wenn die Folge {Ik}k

beschränkt ist, d.h. wenn das uneigentliche Riemannsche Integral
b∫

a

|f(x)|dx =

lim
k→∞

bk∫

ak

|f(x)|dx existiert. Ferner gilt in diesem Fall

∫

]a,b[

f dx = lim
k→∞

∫

[ak,bk]

f dx = lim
k→∞

bk∫

ak

f dx =

b∫

a

f dx.
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Q.E.D.

Bemerkung. Aus der Existenz des uneigentlichen Riemannschen Integrals einer
stetigen Funktion folgt nicht in jedem Fall deren Lebesgue-Integrierbarkeit.

Beispiel 7.9.
∞∫

−∞

sinx
x
dx existiert im uneigentlichen Sinne. Die Funktion f : x 7→

sinx
x

ist jedoch nicht Lebesgue-integrierbar über R, da ihr Absolutbetrag nicht unei-
gentlich über ] −∞,∞[ Riemannsch integrierbar ist.

Man sieht nämlich leicht, dass Konstanten C1, C2 > 0 existieren so, dass für alle
genügend großen N ∈ N

Nπ∫

−Nπ

∣
∣
∣
sin x

x

∣
∣
∣ dx ≥ C1

N∑

k=1

1

k
≥ C2 logN

gilt. Andererseits lässt sich f durch f(0) := 1 stetig in die 0 fortsetzen und wird
damit zu einer stetigen, gerade Funktion auf ganz R. Um zu zeigen, dass das unei-

gentliche Integral von f über R existiert, genügt es daher zu zeigen, dass
∞∫

π/2

sinx
x
dx

als uneigentliches Integral existiert. Mittels partieller Integration erhält man aber
für jedes N > π

N∫

π/2

sin x

x
dx = −cosN

N
−

N∫

π/2

cosx

x2
dx,

und der erste Term auf der rechten Seite strebt für N → ∞ gegen 0, während das

Integral
∞∫

π/2

cos x
x2 dx absolut konvergent ist, da

N∫

π/2

∣
∣
∣
cos x
x2

∣
∣
∣ dx ≤

∞∫

π/2

1
x2 dx < ∞, und

somit nach Korollar 7.8 als uneigentliches Riemannsches Integral existiert.

Ist I = 〈a, b〉 ein Intervall mit den
”
Endpunkten“ a ∈ R ∪ {−∞}, b ∈ R ∪ {∞}, so

schreiben in Zukunft oft auch wieder
∫ b

a
f dx anstelle von

∫

〈a,b〉 f dx.

8 Lebesgue-messbare Mengen und das Lebesgue-

Maß

Definition. Eine Teilmenge A ⊂ Rn heiße Lebesgue-messbar (kurz: messbar),
wenn jede über den Rn integrierbare Funktion auch über A integrierbar ist, d.h.
wenn aus f ∈ L1(Rn) stets fA ∈ L1(Rn) folgt.
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Wir werden später
”
anschaulichere“ Charakterisierungen der Messbarkeit einer Men-

ge herleiten. Für beschränkte Mengen liefert der folgende Satz bereits eine einfachere
Charakterisierung.

Satz 8.1. Eine beschränkte Menge A ⊂ Rn ist genau dann messbar, wenn ihre
Indikatorfunktion 1A integrierbar ist, d.h. wenn die Menge A integrierbar ist.

Beweis. Sei Q ein kompakter Quader mit A ⊂ Q. Als Treppenfunktion ist 1Q

integrierbar.
Ist nun A messbar, so ist folglich (1Q)A = 1A integrierbar.
Ist umgekehrt 1A integrierbar und f ∈ L1(Rn), so ist nach Satz 4.4 (iii) die Funktion
1Af = fA integrierbar.

Q.E.D.
Der Beweis von Satz 8.1 zeigt zudem, dass jede integrierbare Menge messbar ist.

Definition. Sei A ⊂ Rn messbar. Ist die Menge A integrierbar, so hatten wir bereits
das Volumen v(A) definiert durch

v(A) = vn(A) :=

∫

A

1 dnx =

∫

Rn

1A dx.

Ist A nicht integrierbar, so setzen wir v(A) := ∞. vn(A) heißt das n-dimensionale
Volumen oder das Lebesgue-Maß von A. Im Fall n = 2 nennt man v2(A) auch
den Flächeninhalt von A.

Definition. Sei A ⊂ Rn messbar. Mit L1(A) bezeichnen wir den C-Vektorraum aller
über A integrierbaren numerischen Funktionen f : A→ C ∪ {∞}.
Offenbar ist

L1(A) = {f |A : f ∈ L1(Rn)}.
L1(A) wird mit der Halbnorm

f 7→ ‖f‖1,A :=

∫

A

|f(x)|dx

versehen. Die Konvergenzsätze aus Kapitel 7 übertragen sich dann unmittelbar auf
über A integrierbare Funktionen, indem man f ∈ L1(A) die Funktion fA ∈ L1(Rn)
zuordnet.

8.1 Die σ-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen im Rn

Es bezeichne M = Mn die Menge aller Lebesgue-messbaren Teilmengen des Rn.

Definition. Sei X eine nichtleere Menge. Ein System A ⊂ P(X) von Teilmengen
von X heiße σ-Algebra (in X), falls gilt:
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(σ1) X ∈ A;

(σ2) A ∈ A ⇒ Ac = X \ A ∈ A;

(σ3) für jede Folge {Ak}k von Mengen in A liegt
∞⋃

k=0

Ak in A.

Satz 8.2. Mn bildet eine σ-Algebra in Rn.

Beweis. (σ1) ist trivial.
Sei nun A ∈ M. Ist f ∈ L1, so ist also fA ∈ L1, folglich auch fAc = f − fA. Somit
ist auch Ac ∈ M, womit (σ2) bewiesen ist.
Um (σ3) zu beweisen, zeigen wir zuerst, dass mit A,B ∈ M auch A ∪B ∈ M ist.
Sei f ∈ L1, wobei wir o.B.d.A. nach Korollar 4.5 f ≥ 0 annehmen dürfen. Dann
sind fA, fB ∈ L1, folglich auch |fA− fB| ∈ L1, und damit nach Korollar 4.5 fA∪B =
max(fA, fB) ∈ L1. Damit ist A ∪ B ∈ M.
Per Induktion folgert man hieraus, dass endliche Vereinigungen messbarer Mengen
messbar sind.

Sei schließlich {Ak}k eine beliebige Folge in M. Dann ist Bk :=
k⋃

j=0

Aj ∈ M für jedes

k ∈ N, und die Folge {Bk}k bildet eine Ausschöpfung der Menge A :=
∞⋃

k=0

Ak. Sei

f ∈ L1(Rn). Da ∫

Ak

|f |dx ≤
∫

Rn

|f |dx ∀k ∈ N,

ist nach Korollar 7.7 die Funktion f über A integrierbar. Somit ist A ∈ M.
Q.E.D.

Der folgende Satz gilt insbesondere für A = M:

Satz 8.3. Sei A eine σ-Algebra in X. Dann gilt:

(i) ∅ ∈ A;

(ii) A,B ∈ A ⇒ A \B ∈ A;

(iii) für jede Folge {Ak}k in A ist
∞⋂

k=0

Ak ∈ A.

Beweis. Mittels der folgenden Identitäten ist dies eine direkte Konsequenz aus
(σ1)–(σ3):

1. ∅ = Xc;

2.
⋂

k

Ak = (
⋃

k

Ack)
c;
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3. A \B = A ∩ Bc.

Q.E.D.

Wir zeigen als nächstes, dass jede offene Menge messbar ist. Es bezeichne dazu für
a = (a1, . . . , an) ∈ Rn und r > 0 Wr(a) den achsenparallelen kompakten Würfel

Wr(a) := [a1 − r, a1 + r] × . . .× [an − r, an + r].

Lemma 8.4. Jede nichtleere offene Teilmenge U ⊂ Rn ist eine Vereinigung abzähl-
bar vieler kompakter Würfel W1,W2,W3, . . ., welche höchstens Randpunkte gemein-
sam haben.

Beweis. Für k ∈ N bezeichne Wk die Menge aller
”
dyadischen “ Würfel der Gestalt

W = I1 × . . .× In, mit Iν = [mν2
−k, (mν + 1)2−k]

und mν ∈ Z, für ν = 1, . . . , n. Man zeigt dann leicht die folgende Eigenschaft:

(∗) Ist W ∈ Wk,W
′ ∈ Wj mit k ≥ j, so schneiden sich W und W ′ entweder

höchstens in Randpunkten, oder es ist W ⊂W ′ (Übung).

Wir wählen nun rekursiv Würfel aus wie folgt:

Sei W∗
1 die Menge aller Würfel W ∈ W1 mit W ⊂ U . Sind die Teilmengen W∗

1 ⊂ W1

bis W∗
k−1 ⊂ Wk−1 bereits gewählt, so sei W∗

k die Menge alle Würfel W ∈ Wk, für
die gilt:

(∗∗) W ⊂ U , und W ist in keinem der Würfel W ′ aus W∗
1 ∪ . . . ∪W∗

k−1 enthalten.

Sei dann W :=
∞⋃

k=1

W∗
k . Die Menge aller Würfel aus W ist dann offenbar abzählbar,

da dies für jedes Wk gilt, und nach (∗) und (∗∗) schneiden sich je zwei der Würfel
aus W höchstens in Randpunkten.
Die Würfel aus W überdecken aber auch U , denn ist x ∈ U , so gibt es wegen
der Offenheit von U mindestens ein k ∈ N sowie dazu einen Würfel W ∈ Wk mit
x ∈ W ⊂ U . Wählt man k minimal mit dieser Eigenschaft, so ist W ∈ W∗

k ⊂ W.
Q.E.D.

Bemerkung. Ersetzt man in obigem Argument die kompakten Würfel durch halb-
offene Würfel der Gestalt

]a1 − r, a1 + r] × . . .×]an − r, an + r],

so erhält man mit demselben Argument
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Lemma 8.5. Jede nichtleere offene Teilmenge U ⊂ Rn ist eine abzählbare Vereini-
gung halboffener Würfel W1,W2,W3, . . ., welche paarweise disjunkt sind.

Da jeder kompakte Würfel messbar ist, ist nach Satz 8.2 und Lemma 8.4 jede offene
Menge Lebesgue messbar, und nach Satz 8.3 damit auch jede abgeschlossene Menge.

Definition. Sei X eine nichtleere Menge, und K ⊂ P(X). Bezeichnet
∑

=
∑

K
die Menge aller σ-Algebren in X, welche K enthalten, so ist σ(K) :=

⋂

A∈Σ

A eine

σ-Algebra, welche K enthält, und zwar offenbar die kleinste solche σ-Algebra. σ(K)
wird als die von K erzeugte σ-Algebra bezeichnet. (Beachte, dass P(X) ∈ Σ, so
dass Σ 6= ∅.)
Ist T ⊂ P(X) eine Topologie auf X, so heißt σ(T ) die σ-Algebra der Borelmen-
gen in X. Wir bezeichnen die σ-Algebra der Borelmengen im Rn, d.h. die von den
offenen Mengen erzeugte σ-Algebra, mit B = Bn.
Korollar 8.6. M enthält die σ-Algebra der Borelmengen im Rn, wie auch sämtliche
Lebesgueschen Nullmengen, d.h., B ∪N ⊂ M.

Beweis. Da B von den offenen Mengen des Rn erzeugt wird und diese in M liegen,
ist B ⊂ M. Ferner ist für jede Nullmenge N die Indikatorfunktion 1N integrierbar,
also N ∈ M.

Q.E.D.
Damit stellen sich

”
sehr viele“ Mengen als messbar heraus.

8.2 Eigenschaften des Lebesgue-Maßes

Satz 8.7. Sei {Ak}k eine Ausschöpfung des Rn durch integrierbare Mengen, z.B.
Ak := [−k, k]n. Dann ist die Menge M ⊂ Rn messbar genau dann, wenn M ∩ Ak
integrierbar ist für jedes k ∈ N, und es gilt in diesem Fall

v(M) = lim
k→∞

v(M ∩ Ak) = ‖1M‖1. (8.1)

Beweis. Sei M messbar. Da 1Ak
integrierbar ist, ist (1Ak

)M = 1Ak∩M integrierbar,
d.h. Ak ∩M ist eine integrierbare Menge für jedes k ∈ N.
Ist umgekehrt Mk := Ak∩M integrierbar für jedes k ∈ N, so ist Mk und damit auch
M =

⋃

k

Mk messbar. Ferner ist nach Satz 4.3

v(Mk) =

∫

1Mk
dx = ‖1Mk

‖1 ≤ ‖1M‖1.

Ist M integrierbar, so ist ‖1M‖1 = v(M), und andernfalls ist v(M) = ∞, d.h. es
folgt stets

v(Mk) ≤ min(v(M), ‖1M‖1).
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Ist nun die Folge {v(Mk)} unbeschränkt, so folgt lim v(Mk) = ∞ = v(M) = ‖1M‖1,
und andernfalls ist nach Korollar 7.7 (Ausschöpfungsprinzip) die Funktion 1 über
M integrierbar und v(M) =

∫

M

1 dx = lim
k→∞

∫

Mk

1 dx = lim
k→∞

v(Mk).

Q.E.D.

Korollar 8.8. M ⊂ Rn ist integrierbar genau dann, wenn M messbar ist und
‖1M‖1 <∞.

Beweis. Die eine Richtung ist klar. Ist umgekehrt M messbar und ‖1M‖1 <∞, so
ist v(M) = ‖1M‖1 <∞, also, per definitionem, notwendig M integrierbar.

Q.E.D.

Satz 8.9. (a) v(∅) = 0.

(b) Sind A,B ∈ M und ist A ⊂ B, so ist v(A) ≤ v(B).

(c) Ist {Ak}k eine Folge in M so, dass für i 6= j der Durchschnitt Ai ∩ Aj stets
eine Nullmenge ist, so ist

v(

∞⋃

k=0

Ak) =

∞∑

k=0

v(Ak).

(d) Sei {Ak}k eine absteigende Folge integrierbarer Mengen, d.h.

A0 ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ . . . .

Ist A :=
∞⋂

k=0

Ak (kurz: Ak ↓ A), so gilt

v(A) = lim
k→∞

v(Ak).

Beweis.

(a) Da 1∅ = 0, ist v(∅) = 0.

(b) Folgt wegen 1A ≤ 1B sofort aus (8.1).

(c) Gibt es ein k0 ∈ N mit v(Ak0) = ∞, so ist die Behauptung nach (b) klar.

Es seien daher o.B.d.A. alle Mengen Ak integrierbar. Für zwei integrierbare
Mengen A,B, deren Durchschnitt einer Nullmenge ist, gilt aber nach Korollar
6.7

v(A ∪ B) =

∫

A∪B

1 dx =

∫

A

1 dx+

∫

B

1 dx = v(A) + v(B).
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Induktiv folgert man daraus, dass (c) für endlich viele Mengen A0, . . . , Ak gilt.
Setze nun

Bk := A0 ∪ . . . ∪Ak.
Dann ist

v(Bk) =
k∑

j=0

v(Aj).

Ferner bilden die Bk eine Ausschöpfung von A :=
∞⋃

j=0

Aj. Nach Satz 8.7, oder

genauer dessen Beweis, ist daher

v(A) = lim
k→∞

v(Bk) =

∞∑

j=0

v(Aj).

(d) Übung.

Q.E.D.

Definition. Sei A eine σ-Algebra in der nichtleeren Menge X. Eine Abbildung

µ : A → [0,∞]

heiße Maß auf A, wenn gilt:

(M1) µ(∅) = 0;
(M2) für jede Folge {Ak}k paarweise disjunkter Mengen aus A ist

µ(
∞⋃

k=0

Ak) =
∞∑

k=0

µ(Ak) (σ − Additivität).

Satz 8.9 zeigt insbesondere, dass das Lebesgue-Maß v = vn ein Maß auf der σ-
Algebra Mn ist.

Beispiel 8.10. Das Cantorsche Diskontinuum C.

Wir hatten in Aufgabe 2.2 das Cantorsche Diskontinuum C wie folgt definiert:
Sei A0 :=

⋃

k∈Z

[2k, 2k + 1], und, für n ∈ N, An := 1
3nA0 =

⋃

k∈Z

[
2k
3n ,

2k+1
3n

]
sowie

Cn := A0 ∩ . . . ∩An ∩ [0, 1].

Dann ist C :=
∞⋂

n=0

Cn.
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Satz 8.11. C besteht aus allen Zahlen der Gestalt

x =
∞∑

j=1

aj3
−j mit aj ∈ {0, 2}.

Insbesondere besitzt C also die Mächtigkeit des Kontinuums R, und ist dennoch eine
Nullmenge in R.

Beweis. Wir beweisen zunächst folgende Charakterisierung der Mengen Cn, aus der
sich die erste Behauptung des Satzes unmittelbar ergibt:

C0 = [0, 1], und für n ≥ 1 ist

Cn =
⋃

δ∈{0,1}n

Cδ
n,

wobei für δ = (δ1, . . . , δn) ∈ {0, 1}n die Menge Cδ
n aus allen Zahlen x =

∞∑

j=1

aj3
−j

bestehe mit

a1 = 2δ1, . . . , an = 2δn, und aj ∈ {0, 1, 2} für j ≥ n + 1,

d.h.,

Cδ
n = [2

n∑

j=1

δj3
−j, 2

n∑

j=1

δj3
−j + 3−n]. (8.2)

Dazu setzen wir C̃n :=
⋃

δ∈{0,1}n

Cδ
n. Die Inklusion C̃δ

n ⊂ Cn ist offenkundig. Die

umgekehrte Inklusion Cδ
n ⊂ C̃n beweisen wir per Induktion nach n :

Für n = 0 ist dies klar. Unter der Annahme, dass Cn = C̃n gilt, wollen wir nun zeigen,

dass auch Cn+1 = C̃n+1 gilt. Sei dazu x ∈ Cn+1. Wir entwickeln x =
∞∑

j=1

aj3
−j, mit

aj ∈ {0, 1, 2}, wobei wir o.B.d.A. annehmen dürfen, dass die aj nicht alle ab einem
gewissen Index j0 gleich 2 sind. Da x ∈ Cn ist, gibt es laut Induktionsvoraussetzung
ein δ = (δ1, . . . , δn) ∈ {0, 1}n so, dass a1 = 2δ1, . . . , an = 2δn. Zudem ist x ∈ An+1,
sodass ein k ∈ {0, . . . , (3n+1 − 1)/2} existiert mit

x ∈
[

2k

3n+1
,
2k + 1

3n+1

]

. (8.3)

Folglich ist

3n+1x = 2
n∑

j=1

δj3
n+1−j + an+1 + y,
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mit y :=
∞∑

j=n+2

aj3
n+1−j, so dass offenbar y < 1 (nutze Abschätzung durch geometri-

sche Reihe, und die Voraussetzung, dass nicht alle aj ≤ 2 gleich 2 sind). Wäre nun
an+1 = 1, so wäre damit 3n+1x von der Gestalt 3n+1x = 2l + 1 + y, mit l ∈ N, im
Widerspruch zu (8.3). Folglich ist an+1 = 2δn+1, mit δn+1 ∈ {0, 1}, und setzen wir

δ̃ := (δ1, . . . , δn, δn+1) ∈ {0, 1}n+1, so ist x ∈ C δ̃
n+1 ⊂ C̃n+1.

Die Identität (8.2) zeigt zudem, dass Cδ
n ein Intervall der Länge 3−n ist. Die Intervalle

Cδ
n sind für festes n paarweise disjunkt, so dass

v1(Cn) =
∑

δ∈{0,1}n

v1(C
δ
n) = 2n · 3−n =

(
2

3

)n

.

Offenbar gilt Cn ↓ C, und es folgt

v1(C) = lim
n→∞

v1(Cn) = 0.

Q.E.D.

9 Das äußere Maß

In Analogie zur Definition der L1-Halbnorm machen wir für Mengen die folgenden

Definitionen. Sei A ⊂ Rn eine beliebige Menge.

(i) Ist S = {Qk : k ∈ N} eine Überdeckung von A mit abzählbar vielen offenen
Quadern Qk, so definieren wir deren Inhalt durch

I(S) :=
∞∑

k=0

v(Qk).

(ii) Das äußere Maß von A ist definiert als

v∗(A) := inf I(S),

wobei das Infimum über alle Überdeckungen S von A des obigen Typs gebildet
wird.

Offenbar gilt
v∗(A) ≤ v∗(B), falls A ⊂ B. (9.1)

Satz 9.1. Sei U ⊂ Rn offen. Dann ist v∗(U) = v(U).
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Beweis. Sei S = {Qk}k eine Überdeckung von U mit offenen Quadern Qk. Dann
gilt

v(U) ≤ v(
⋃

k

Qk) = ‖1S

k

Qk
‖1 ≤ ‖

∑

k

1Qk
‖1

=
∑

k

v(Qk) = I(S).

Hieraus folgt v(U) ≤ v∗(U).
Um die umgekehrte Ungleichung zu beweisen, wählen wir nach Lemma 8.4 eine Fol-
ge kompakter Würfel {Wk}k mit U =

⋃

k

Wk derart, dass je zwei Würfel höchstens

Randpunkte gemeinsam haben. Für i 6= j ist also Wk ∩Wj in einer endlichen Ver-
einigung von Hyperebenen enthalten, also eine Nullmenge. Mit Satz 8.9 folgt daher

v(U) =
∑

k

v(Wk).

Sei nun ε > 0, und wähle zu jedem k einen offenen Quader Qk mit Wk ⊂ Qk und
v(Qk) ≤ (1 + ε)v(Wk). Dann ist S = {Qk}k eine Überdeckung von U mit offenen
Quadern, mit Inhalt

I(S) =
∑

k

v(Qk) ≤
∑

k

(1 + ε)v(Wk) = (1 + ε)v(U).

Also ist v∗(U) ≤ (1 + ε)v(U) ∀ε > 0, d.h. v∗(U) ≤ v(U).
Q.E.D.

Satz 9.2. Sei A ⊂ Rn. Dann gilt:

(i) v∗(A) = inf{v∗(U) : U ⊂ Rn offen und A ⊂ U};

(ii) ‖1A‖1 = inf{v(U) : U ⊂ Rn offen und A ⊂ U};

(iii) ‖1A‖1 = v∗(A);

(iv) v∗(A) = v(A), falls A meßbar ist.

Bemerkung zu Satz 9.2: (iii) zeigt insbesondere, dass A eine Nullmenge ist genau
dann, wenn v∗(A) = 0.

Damit erhalten wir einen alternativen Beweis von Satz 6.2.

Beweis. Sei α(∗) := inf{v(∗)(U) : U ⊂ Rn offen und A ⊂ U}. Nach Satz 9.1 ist
α = α∗, so dass wir nur (i) und (ii) zeigen müssen.

(i) Ist A ⊂ U , U offen, so ist v∗(A) ≤ v∗(U), also v∗(A) ≤ α∗.
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Ist nun v∗(A) = ∞, so folgt v∗(A) = ∞ = α∗. Sei daher v∗(A) <∞, und sei ε > 0.
Dann gibt es eine Überdeckung S = {Qk}k von A durch offene Quader mit

∑

k

v(Qk) = I(S) < v∗(A) + ε.

Setze Uε :=
⋃

k

Qk. Uε ist offen, enthält A, und es gilt

v∗(Uε) ≤
∑

k

v(Qk) < v∗(A) + ε.

Damit folgt α∗ ≤ v∗(A) + ε für alle ε > 0, also α∗ ≤ v∗(A).

(ii) Sei A ⊂ U , U offen, und sei S = {Qk}k eine Überdeckung von U mit offenen
Quadern. Dann ist Φ =

∑

k

1Qk
eine Hüllreihe zu 1A mit Inhalt I(Φ) =

∑

k

v(Qk) =

I(S). Es folgt
‖1A‖1 ≤ I(S), also ‖1A‖1 ≤ v∗(U) = v(U).

Somit ist ‖1A‖1 ≤ α.
Um die umgekehrte Ungleichung zu beweisen, dürfen wir ‖1A‖1 < ∞ annehmen.
Sei ε > 0, und sei Φ =

∑

k

ak1Qk
eine Hüllreihe zu 1A mit I(Φ) ≤ ‖1A‖1 + ε. Für

jedes λ > 0 ist dann die Menge

Uλ := {x ∈ Rn : Φ(x) > λ}

offen (warum?). Da Φ(x) ≥ 1 für x ∈ A, folgt: A ⊂ Uλ für alle λ ∈]0, 1[. Ferner ist

‖Φ‖1 ≤
∑

k

ak‖1Qk
‖ = I(Φ) ≤ ‖1A‖1 + ε,

und

1Uλ
≤ 1

λ
Φ für 0 < λ < 1.

Hieraus folgt ‖1Uλ
‖1 ≤ 1

λ
‖Φ‖1 < ∞, d.h. die Menge Uλ ist integrierbar. Damit

erhalten wir α ≤ v(Uλ) = ‖1Uλ
‖1 ≤ (‖1A‖1 + ε)/λ für alle λ ∈]0, 1[ und ε > 0. Dies

impliziert α ≤ ‖1A‖1.
Q.E.D.

Wir können nun eine rein
”
maßtheoretische“ Charakterisierung der Lebesgue-

messbarkeit einer Menge herleiten. Diese wird übrigens in Lehrbüchern oft als Defi-
nition der Messbarkeit verwendet.

Theorem 9.3. Die Menge A ⊂ Rn ist Lebesgue-messbar dann und nur dann, wenn
es zu jedem ε > 0 eine offene Teilmenge U ⊂ Rn gibt mit A ⊂ U und v∗(U \A) < ε.
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Beweis. Erfüllt A die angegebene Bedingung, so gibt es zu jedem k ∈ N× eine offene
Teilmenge Uk mit Uk ⊃ A und v∗(Uk \ A) < 1/k. Sei dann

B :=
⋂

k

Uk.

B ist messbar, und aus B \ A ⊂ Uk \ A folgt

v∗(B \ A) ≤ v∗(Uk \ A) < 1/k ∀k,

also v∗(B \A) = 0. Damit ist B \A nach Satz 9.2 eine Nullmenge, insbesondere also
messbar. Es folgt

A = B \ (B \ A) ist messbar. (9.2)

Sei umgekehrt A messbar, und sei ε > 0. Sei ferner {Bk}k eine Ausschöpfung des Rn

durch integrierbare offene Mengen, z.B. Bk = Bk+1(0). Nach Satz 9.2 gibt es dann
zu jedem k ∈ N eine offene Menge Uk mit A ∩ Bk ⊂ Uk und

v(Uk) − ε2−k−1 < v∗(A ∩Bk) = v(A ∩ Bk).

Setze U :=
⋃

k

Uk. Dann ist A ⊂ U , und es gilt

v(U \ A) = v(
⋃

k

(Uk \ A)) ≤ v((
⋃

k

(Uk \ (A ∩Bk))

≤
∑

k

v(Uk \ (A ∩ Bk)) =
∑

k

(v(Uk) − v(A ∩Bk))

<
∞∑

k=0

ε2−k−1 = ε,

da Uk und A ∩Bk messbar sind. Somit ist U \ A integrierbar, folglich

v∗(U \ A) = v(U \ A) < ε.

Q.E.D.

Korollar 9.4. Mn ist die von den Borelmengen und den Nullmengen im Rn erzeugte
σ-Algebra.

Beweis. Sei A die von den Borel- und Nullmengen erzeugte σ-Algebra. Nach Ko-
rollar 8.6 ist A ⊂ M. Formel (9.2) zeigt aber, dass auch M ⊂ A ist.

Q.E.D.
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10 Translationsinvarianz des Lebesgue-Maßes

und Vitalis Beispiel einer nicht Lebesgue-

messbaren Menge

Satz 10.1. Seien f ∈ L1(Rn), a ∈ Rn. Dann ist auch die um a verschobene Funktion
λaf mit λaf(x) := f(x− a) integrierbar, und es gilt

∫

Rn

λaf dx =

∫

Rn

f dx. (10.1)

Beweis. Für jeden Quader Q ⊂ Rn ist v(Q) = v(a + Q). Da λa1Q = 1a+Q ist,
gilt die Behauptung somit für f = 1Q, folglich wegen der Linearität des Integrals
auch für jede Treppenfunktion f . Analog sieht man, dass der Inhalt von Hüllreihen
translationsinvariant ist, womit folgt:

‖λag‖1 = ‖g‖1

für jede numerische Funktion g.
Sei nun {ϕk}k eine Folge von Treppenfunktionen mit lim ‖f − ϕk‖1 = 0. Dann folgt
lim ‖λaf − λaϕk‖1 = 0, d.h. λaf ∈ L1(Rn), und

∫

λaf dx = lim
k→∞

∫

λaϕk dx = lim
k→∞

∫

ϕk dx =

∫

f dx.

Q.E.D.

Korollar 10.2. Ist A ⊂ Rn messbar, so ist auch a+ A ∈ M, und es gilt

v(a+ A) = v(A).

Beweis. Folgt sofort aus Satz 10.1 und Satz 8.7.
Q.E.D.

Betrachte nun die Menge aller Nebenklassen r+ Q, r ∈ R, in R/Q. Unter Verwen-
dung des Auswahlaxioms wählen wir aus jeder Nebenklasse [r] = r+Q einen Punkt
x = s([r]) ∈ [0, 1] aus (d.h. s : R/Q → [0, 1] ist eine Funktion mit s([r]) ∈ [r] für
alle [r] ∈ R/Q). Sei

X := {s([r]) : [r] ∈ R/Q} ⊂ [0, 1].

Satz 10.3. X ist nicht Lebesgue-messbar.
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Beweis. Sei q0, q1, q2, . . . eine Abzählung von Q ∩ [−1, 1], und setze

A :=

∞⋃

k=0

(qk +X).

Dann ist [0, 1] ⊂ A, denn:
Ist y ∈ [0, 1], und ist x := s(y + Q) ∈ [0, 1], so ist y − x ∈ Q ∩ [−1, 1], d.h. es gibt
ein k ∈ N mit y − x = qk. Es folgt y = qk + x ∈ A.
Wäre nun X ∈ M, so nach Korollar 10.2 auch qk +X, und es wäre

v1(qk +X) = v1(X) ∀k ∈ N.

Da die Mengen qk +X paarweise disjunkt sind, folgt

v1(A) =

∞∑

k=0

v1(qk +X) =

∞∑

k=0

v1(X).

Die rechte Seite ist entweder 0 (falls v1(X) = 0), oder ∞ (falls v1(X) > 0).
v1(A) = 0 ist jedoch nicht möglich, da [0, 1] ⊂ A, und v1(A) = ∞ ebenfalls nicht,
da A beschränkt ist.
Damit gelangen wir zu einem Widerspruch, und folglich ist X 6∈ M.

Q.E.D.

11 Messbarkeit von Funktionen. Lemma von Fa-

tou

Definitionen.

(i) Für λ ∈ R sei ]λ,∞] :=]λ,∞[∪{∞}. Eine Funktion f : Rn → R ∪ {∞} heiße
Lebesgue-messbar (kurz: messbar), wenn die Menge

f−1(]λ,∞]) = {x ∈ Rn : f(x) > λ}

Lebesgue-messbar ist für jedes λ ∈ R.

Eine numerische Funktion f : Rn → C ∪ {∞} heiße (Lebesgue-)messbar,
wenn ihr Realteil und ihr Imaginärteil messbare Funktionen sind. Da

f−1({∞}) =
∞⋂

k=0

f−1(]k,∞]),

ist f : Rn → R ∪ {∞} offenbar genau dann messbar, wenn gilt:

f−1({∞}) ∈ M und f−1(]λ,∞[) ∈ M ∀λ ∈ R. (11.1)
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(ii) Eine komplexe Funktion f : Rn → C heiße Borel-messbar, wenn gilt:

f−1(U) ∈ B für alle offenen Teilmengen U ⊂ C.

Offenbar ist jede stetige Funktion f ∈ C(Rn,C) Borel-messbar. Ferner gilt

Satz 11.1. Die komplexe Funktion f ist genau dann Borel-messbar, wenn ihr Re-
alteil und ihr Imaginärteil dies sind. Insbesondere ist jede komplexe, Borel-messbare
Funktion Lebesgue-messbar.

Beweis. Übung.

Offenkundig sind also alle stetigen Funktionen auf dem Rn messbar.

Die obigen Betrachtungen zeigen, dass wir uns bei der Untersuchung der Messbarkeit
von Funktionen stets auf den Fall reeller Funktionen beschränken dürfen.

Lemma 11.2. Die folgenden Eigenschaften einer reellen Funktion auf dem Rn sind
äquivalent:

(i) f ist messbar.

(ii) f−1(U) ∈ M für jede offene Teilmenge U ⊂ R.

(iii) f−1(A) ∈ M für jede abgeschlossene Teilmenge A ⊂ R.

(iv) f−1(I) ∈ M für jedes Intervall I ⊂ R.

Beweis. (i) ⇒ (ii). Sei f messbar. Da f−1(A \ B) = f−1(A) \ f−1(B) ist, gilt für
λ1 < λ2 wegen ]λ1, λ2] =]λ1,∞]\]λ2,∞]:

f−1(]λ1, λ2]) ∈ M für alle λ1 < λ2.

Nach Lemma 8.5 gibt es aber abzählbar viele, paarweise disjunkte Intervalle Ik =
]ak, bk] in U mit U =

⋃

k

Ik. Es folgt

f−1(U) =
⋃

k

f−1(Ik) ∈ M.

(ii) ⇒ (iii) Da R \ A offen ist, folgt dies aus

f−1(A) = f−1(R) \ f−1(R \ A).

(iii) ⇒ (iv). Folgt aus I = I \E, wobei E eine endliche, also abgeschlossene Menge
ist.
(iv) ⇒ (i) ist klar.
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Q.E.D.

Definitionen. Sei {fk}k eine Folge von Funktionen auf dem Rn mit Werten in
R ∪ {∞}. Wir definieren Funktionen

sup
k
fk, inf

k
fk, lim sup

k→∞
fk, lim inf

k→∞
fk

wie folgt:
(

sup
k
fk

)

(x) := sup
k
{fk(x) : k ∈ N},

(

inf
k
fk

)

(x) = inf
k
{fk(x) : k ∈ N},

lim sup
k→∞

fk := inf
j

(sup
k≥j

fk), lim inf
k→∞

fk := sup
j

(inf
k≥j

fk).

Hierbei sei das Infimum einer nach unten unbeschränkten Teilmenge von R ∪ {∞}
zu ∞ gesetzt. Beachtet man, dass −∞ = ∞ ist, so zeigt man leicht:

Lemma 11.3. Die Folge {fk}k konvergiert genau dann punktweise f.ü. gegen eine
f.ü. endliche numerische Funktion f , wenn für f.a. x ∈ Rn gilt:

lim sup
k→∞

fk(x) = lim inf
k→∞

fk(x) ∈ R .

In diesem Fall gilt ferner

f = lim sup
k→∞

fk = lim inf
k→∞

fk f.ü. (11.2)

Beweis. Übung.

Satz 11.4. Sei {fk}k eine Folge messbarer Funktionen fk : Rn → R ∪ {∞}. Dann
sind auch die Funktionen

sup
k
fk, inf

k
fk, lim sup

k→∞
fk, lim inf

k→∞
fk

messbar.
Konvergiert insbesondere die Folge {fk}k punktweise f.ü. gegen eine Grenzfunktion
f , so ist auch f messbar.

Beweis. Sei λ ∈ R. Dann ist

{x : sup
k
fk(x) > λ} =

⋃

k

{x : fk(x) > λ} ∈ M.

Damit ist sup
k
fk messbar. Mit f ist offenbar auch −f messbar. Da

inf
k
fk = − sup

k
(−fk),
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ist folglich auch inf
k
fk messbar.

Damit folgt ebenfalls die Messbarkeit der Funktionen lim sup
k→∞

fk und lim inf
k→∞

fk. Mit

(11.2) erhalten wir schließlich auch die Messbarkeit von f , falls die fk punktweise
f.ü. gegen f konvergieren.

Q.E.D.

Wir stellen schließlich noch einige Rechenregeln für den Umgang mit messbaren
Funktionen zusammen. Basis dafür ist der folgende

Satz 11.5. Sind f, g : Rn → R ∪ {∞} messbare Funktionen, so ist die Menge

{f > g} := {x ∈ Rn : f(x) > g(x)}

messbar.

Beweis. Sei {rk}k∈N eine Abzählung der rationalen Zahlen. Dann ist

{f > g} =
∞⋃

k=0

{f > rk > g} =
∞⋃

k=0

({f > rk} ∩ {g < rk})

messbar.
Q.E.D.

Satz 11.6. (i) Seien f, g : Rn → C∪{∞} messbar. Dann sind auch die Funktio-

nen f+g, f ·g und f/g messbar (hierbei sei f(x)
g(x)

:= ∞ gesetzt, falls g(x) = 0).

(ii) Ist f : Rn → C messbar und Φ : C → C stetig, so ist Φ ◦ f messbar.

Beweis. (ii) Übung.
(i) Seien o.B.d.A. f und g reell. Da nach (ii) (oder auch Lemma 11.2) mit g auch
die Funktion λ− g messbar ist für jedes λ ∈ R, ist nach Satz 11.5

{f + g > λ} = {f > λ− g}

messbar. Somit ist f + g messbar.
Mit f ist aber auch f 2 messbar. Wegen

f · g =
1

2
((f + g)2 − f 2 − g2)

ist dann auch f · g messbar.
Die Messbarkeit von f/g sei als Übung gelassen.

Q.E.D.
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Theorem 11.7. Sei f : Rn → C ∪ {∞} eine numerische Funktion. Dann sind die
folgenden Aussagen äquivalent:

(a) f ist Lebesgue-integrierbar.

(b) f ist Lebesgue-messbar und ‖f‖1 <∞.

Beweis. (a) ⇒ (b). Ist f ∈ L1, so ist ‖f‖1 < ∞. Ferner gibt es nach Korollar 7.4
eine Folge von Treppenfunktionen {ϕk}k, welche punktweise f.ü. gegen f strebt. Da
Treppenfunktionen offenbar messbar sind, ist somit nach Satz 11.4 auch f messbar.

(b) ⇒ (a). Sei f messbar und ‖f‖1 < ∞. Indem wir f in Real- und Imaginärteil
zerlegen, und anschließend diese in ihre positiven und negativen Anteile, dürfen wir
o.B.d.A. annehmen, dass f ≥ 0 ist.

1. Fall. Sei zunächst f beschränkt.
Dann existiert eine Zahl M ≥ 0 so, dass 0 ≤ f < M . Sei k ∈ N. Wir zerlegen das
Intervall [0,M [ in 2k paarweise disjunkte Intervalle I0, . . . , I2k−1 der Länge 2−kM :

[0,M [= I0 ∪ . . . ∪ I2k−1,

mit
Ij := [j2−kM, (j + 1)2−kM [.

Sei
Aj := f−1(Ij), j = 0, 1, . . . , 2k − 1.

Die Mengen Aj sind Lebesgue-messbar und paarweise disjunkt. Ferner gilt

j2−kM1Aj
≤ f1Aj

≤ (j + 1)2−kM1Aj
. (11.3)

Damit folgt
‖j2−kM1Aj

‖1 ≤ ‖f1Aj
‖1 ≤ ‖f‖1 <∞,

so dass die Mengen Aj für j ≥ 1 nach Korollar 8.8 sogar integrierbar sind. Setze nun

fk :=
2k−1∑

j=0

j2−kM1Aj
=

2k−1∑

j=1

j2−kM1Aj
. (11.4)

Nach (11.3) ist ‖f−fk‖∞ ≤ 2−kM , so dass die Folge {fk}k insbesondere punktweise
gegen f konvergiert. Ferner sind alle fk integrierbar, und wegen fk ≤ fk+1 ≤ f ist
∫
fkdx = ‖fk‖1 ≤ ‖f‖1. Damit ist f nach dem Satz von der monotonen Konvergenz

integrierbar. Ferner gilt

∫

f dx = lim
k→∞

∫

fk dx, (11.5)
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wobei
∫

fk dx =

2k−1∑

j=1

j2−kMv(Aj). (11.6)

2. Fall. Sei f unbeschränkt.
Für n ∈ N setze dann fN := min(f,N). Dann ist fN messbar, und ‖fN‖1 ≤ ‖f‖1 <
∞. Da fN beschränkt ist, ist somit fN integrierbar, und damit

∫
fN dx ≤ ‖f‖1.

Ferner wächst die Folge {fN}N monoton und strebt punktweise gegen f . Der Satz
von Levi zeigt erneut, dass f integrierbar ist. Ferner ist

∫

f dx = lim
N→∞

fN dx. (11.7)

Q.E.D.

Bemerkung: In der Maßtheorie betrachtet man Maße v auf beliebigen σ- Algebren
A. Funktionen f , welche

”
A- meßbar“ sind, kann man dann mittels der Formeln

(11.5)-(11.7) ein Integral bzgl. des Maßes v zuordnen, d.h. man zieht diese Formeln
zur Definition des Integrals von f heran.

Korollar 11.8 (Majorantenkriterium). Sei f eine messbare numerische Funk-
tion auf dem Rn. Gibt es eine integrierbare Funktion g auf dem Rn mit |f | ≤ g, so
ist auch f integrierbar.

Beweis. Wegen ‖f‖1 ≤ ‖g‖1 <∞ folgt dies sofort aus Theorem 11.7.
Q.E.D.

Theorem 11.7 und Korollar 11.8 liefern einfache Kriterien um zu überprüfen, ob eine
Funktion integrierbar ist. Z.B. erhalten wir leicht folgende Verallgemeinerung von
Satz 5.1, welcher damit nachträglich bewiesen ist.

Korollar 11.9. Sei A eine integrierbare Teilmenge des Rn. Dann ist jede beschränk-
te stetige Funktion f : A→ C über A integrierbar.

Beweis. Die triviale Fortsetzung fA ist messbar, denn ist U ⊂ C offen, so ist
f−1(U) der Durchschnitt einer offenen Menge im Rn mit A, also messbar. Ferner ist
f−1
A (U) = f−1(U) ∈ M, falls 0 6= U , und f−1

A (U) = f−1(U) ∪ (Rn \ A) ∈ M, falls
0 ∈ U . Schließlich ist g := ‖f‖∞1A eine integrierbare Majorante für |f |. Somit ist f
nach dem Majorantenkriterium integrierbar.

Q.E.D.

Theorem 11.10 (Lemma von Fatou). Sei {fk}k : Rn → R ∪ {∞} eine Folge
reeller, integrierbarer numerischer Funktionen auf Rn. Ferner gelte entweder

(a) fk ≥ 0 für alle k ∈ N und lim inf
k→∞

∫
fk(x) dx <∞,
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oder

(b) die fk werden gemeinsam majorisiert durch eine integrierbare Funktion g ∈
L1(Rn), d.h. |fk| ≤ g für alle k ∈ N.

Dann ist die Funktion f := lim inf
k→∞

fk integrierbar, und es gilt:

∫

(lim inf
k→∞

fk)(x) dx ≤ lim inf
k→∞

∫

fk(x) dx.

Beweis. Wir setzen gj := inf
k≥j

fk. Nach Satz 11.4 ist gj messbar, und es gilt gj ≤ fk

für jedes k ≥ j. Im Fall (a) ist daher |gj| ≤ |fk|, und im Fall (b) gilt |gj| ≤ g. Mit
dem Majorantenkriterium sehen wir daher, dass in beiden Fällen gj integrierbar ist,
und ferner gilt

∫

gj dx ≤ inf
k≥j

∫

fk dx ≤ lim inf
k→∞

∫

fk(x) dx <∞.

Ferner ist die Folge {gj}j monoton wachsend, und f = limj→∞ gj. Die Behauptung
folgt daher unmittelbar, indem wir den Satz von der monotonen Konvergenz auf die
Folge {gj}j anwenden.

Q.E.D.

12 Der Satz von Lebesgue von der majorisierten

Konvergenz

Wir beweisen nun ein zweites wichtiges Kriterium für die gliedweise Integration einer
Folge integrierbarer Funktionen.

Theorem 12.1 (Satz von Lebesgue). Sei {fk}k eine Folge integrierbarer Funk-
tionen auf dem Rn, welche punktweise f.ü. gegen eine numerische Funktion f kon-
vergiert. Gibt es eine integrierbare numerische Funktion g auf Rn mit

|fk| ≤ g für alle k ∈ N,

so ist auch f integrierbar, und es gilt:

∫

f(x) dx = lim
k→∞

∫

fk(x) dx.

Beweis. Sei N ′ := {x ∈ Rn : g(x) = ∞}. Nach Satz 10.3 ist N ′ eine Nullmenge. Sei
ferner N ′′ eine Nullmenge so, dass {fk(x)}k für jedes x ∈ Rn \N ′′ gegen f(x) strebt,
und sei N := N ′ ∪N ′′. Indem wir die Funktionen fk, f und g auf der Nullmenge N
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abändern und dort die Werte zu Null setzen, ändern sich weder ihre Integrierbar-
keitseigenschaften noch ihre Integrale, und g bleibt weiterhin eine Majorante für die
|fk|.
Damit dürfen wir o.B.d.A. annehmen, dass alle vorkommenden Funktionen komplex
sind, und es genügt sogar, den Fall reeller Funktionen zu behandeln. In diesem
Fall erhalten wir sofort aus dem Lemma von Fatou (Voraussetzung (b)), dass die
Funktion f := lim

k→∞
fk = lim inf

k→∞
fk integrierbar ist, und dass

∫

(lim inf
k→∞

fk)(x) dx ≤ lim inf
k→∞

∫

fk(x) dx.

Ersetzen wir hierin fk durch −fk, so folgt wegen lim inf
k→∞

(−ak) = − lim sup
k→∞

ak ebenso

−
∫

(lim sup
k→∞

fk)(x) dx ≤ − lim sup
k→∞

∫

fk(x) dx.

Insgesamt erhalten wir damit

∫

f dx =

∫

(lim inf
k→∞

fk)(x) dx ≤ lim inf
k→∞

∫

fk(x) dx

≤ lim sup
k→∞

∫

fk(x) ≤
∫

(lim sup
k→∞

fk)(x) dx =

∫

f dx,

also

lim inf
k→∞

∫

fk(x) dx = lim inf
k→∞

∫

fk(x) dx =

∫

f dx.

Hieraus folgt die Behauptung.
Q.E.D.

Bemerkung: Ein analoger Satz gilt offenkundig auch für die Integration über eine
Teilmenge A des Rn.

13 Parameterabhängige Integrale

Betrachte die folgende Situation:
Es sei T ein metrischer Raum, sei A ⊂ Rn messbar, und sei

f : T × A→ C, (t, x) 7→ f(t, x)

eine Funktion derart, dass für jedes feste t ∈ T die Funktion

tf : A→ C, x 7→ f(t, x)
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über A integrierbar ist. Durch Integration in x ∈ A können wir die Funktion F :
T → C mit

F (t) :=

∫

A
tf(x) dx =

∫

A

f(t, x) dx (13.1)

definieren. Derartige, von einem
”
Parameter“ t ∈ T abhängige Integrale treten in

vielen Kontexten auf, und man ist an Eigenschaften von F , wie z.B. Stetigkeit
oder Differenzierbarkeit (falls z.B. T ⊂ Rm) interessiert. Die folgenden Sätze, wel-
che Anwendungen des Satzes von der majorisierten Konvergenz sind, geben häufig
zufriedenstellende Antworten.

Satz 13.1. f : T ×A→ C besitze die folgenden Eigenschaften:

(a) Für jedes t ∈ T sei tf über A integrierbar.

(b) Für jedes x ∈ A sei fx : T → C, t 7→ f(t, x), stetig auf T .

(c) Es gebe eine über A integrierbare Funktion g mit

|f(t, x)| ≤ g(x) ∀(t, x) ∈ T × A.

Dann ist die durch (13.1) definierte Funktion F stetig.

Beweis. Wir zeigen, dass F Folgen-stetig ist. Sei dazu {tk}k eine Folge in T mit
lim
k→∞

tk = t ∈ T . Setze dann fk := tkf : A→ C, k ∈ N. Die Funktionen fk sind über

A integrierbar und konvergieren nach (b) punktweise gegen tf . Ferner ist g nach
(c) eine gemeinsame, integrierbare Majorante für die |fk|’s. Somit ist nach dem Satz
von Lebesgue ∫

A
tf(x) dx = lim

k→∞

∫

fk(x) dx,

d.h. es gilt
F (t) = lim

k→∞
F (tk).

Q.E.D.

Satz 13.2. Sei T eine offene Teilmenge des Rm, und f : T × A → C besitze die
folgenden Eigenschaften:

(a) Für jedes t ∈ T sei tf über A integrierbar.

(b) Für jedes x ∈ A sei fx : T → C stetig differenzierbar.

(c) Es gebe eine über A integrierbare Funktion g mit

∣
∣
∣
∣

∂f

∂tj
(t, x)

∣
∣
∣
∣
≤ g(x) ∀(t, x) ∈ T ×A, j = 1, . . . , m.
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Dann ist die durch (13.1) definierte Funktion F : T → C stetig differenzierbar.
Ferner ist für jedes t ∈ T und j ∈ {1, . . . , m} die Funktion x 7→ ∂

∂tj
f(t, x) über A

integrierbar, und es gilt

∂F

∂tj
(t) =

∫

A

∂f

∂tj
(t, x) dx ∀t ∈ T. (13.2)

Beweis. Seien t ∈ T und j ∈ {1, . . . , n}. ej bezeichne den j-ten Vektor der kano-
nischen Basis des Rm. Wähle r > 0 so, dass Br(t) ⊂ T. Um zu zeigen, dass ∂F

∂tj
(t)

existiert, betrachte eine beliebige Nullfolge {hk}k in R \ {0} mit |hk| < r, und setze

fk(x) :=
f(t+ hkej , x) − f(t, x)

hk
.

Nach dem Mittelwertsatz und (c) gilt dann

|fk(x)| ≤ g(x) ∀k ∈ N.

Ferner ist fk über A integrierbar, und die Folge {fk}k konvergiert nach (b) punkt-
weise gegen ∂f

∂tj
(t, x). Damit ist nach dem Satz von Lebesgue die Funktion ∂f

∂tj
(t, ·)

über A integrierbar, und es gilt:

∫

A

∂f

∂tj
(t, x) dx = lim

k→∞

∫

A

f(t+ hkej , x) − f(t, x)

hk
dx

= lim
k→∞

F (t+ hkej) − F (t)

hk
.

Da dies für jede Nullfolge {hk}k gilt, ist F somit partiell nach der j-ten Koordinate
differenzierbar, mit Ableitung

∂F

∂tj
(t) =

∫

A

∂f

∂tj
(t, x) dx.

Wenden wir nun Satz 13.1 auf ∂f
∂tj

an, so sehen wir, dass ∂F
∂tj

stetig ist für jedes

j = 1, . . . , m, d.h. F ist stetig differenzierbar.
Q.E.D.

14 Integration über einen Produktraum

14.1 Der Satz von Fubini

Wir wollen hier eine weitreichende Verallgemeinerung des “Kleinen Satzes von Fu-
bini” (Satz 5.2) beweisen.



14 INTEGRATION ÜBER EINEN PRODUKTRAUM 59

Sei dazu wieder

X := Rp, Y := Rq, mit 1 ≤ p, q ≤ n, p+ q = n,

so dass X × Y = Rn. Wir benötigen die folgende Aussage über Nullmengen.

Lemma 14.1. Sei A eine Nullmenge in X × Y . Dann gibt es in Y eine Nullmenge
N derart, dass für jedes y ∈ Y \N die Schnittmenge

Ay := {x ∈ X : (x, y) ∈ A}

eine Nullmenge in X ist.

Beweis. Sei ε > 0. Da v∗n(A) = 0 (vergl. Satz 9.2), gibt es zu ε eine Folge offener
Quader {Qk}k in X × Y mit

A ⊂
⋃

k

Qk und
∑

k

v(Qk) < ε.

Jeder Quader Qk ist das direkte Produkt Qk = Q′
k × Q′′

k offener Quader Q′
k ⊂ X

und Q′′
k ⊂ Y , und es gilt:

vn(Qk) = vp(Q
′
k)vq(Q

′′
k).

Für y ∈ Y sei
a(y) := ‖1Ay

‖1 = v∗p(Ay).

Wegen

1Ay
≤
∑

k

1Q′′

k
(y)1Q′

k

gilt:

a(y) ≤
∑

k

vp(Q
′
k)1Q′′

k
(y),

folglich

‖a‖1 ≤
∑

k

vp(Q
′
k)vq(Q

′′
k) < ε.

Da dies für jedes ε > 0 gilt, folgt: ‖a‖1 = 0, d.h. a ist eine Nullfunktion auf Y . Nach
Satz 6.4 gibt es daher eine Nullmenge N ⊂ Y so, dass

a(y) = ‖1Ay
‖1 = 0 ∀y ∈ Y \N,

d.h. Ay ist für alle y ∈ Y \N eine Nullmenge.
Q.E.D.

Ist f : X × Y → C ∪ {∞} eine numerische Funktion, so schreiben wir ab jetzt oft
auch f(x, ·) anstelle von xf und f(·, y) anstelle von fy.
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Theorem 14.2 (Fubini). Sei f eine integrierbare Funktion auf X × Y . Dann gilt:

(i) Für jedes feste y ∈ Y , ausgenommen eventuell die Punkte einer Nullmenge
N ⊂ Y , ist die Funktion x 7→ f(x, y) über X integrierbar.

(ii) Setzt man für y ∈ Y \N

F (y) :=

∫

X

f(x, y) dx,

und z.B. F (y) := 0 für y ∈ N , so ist F über Y integrierbar, und es gilt

∫

X×Y

f(x, y) d(x, y) =

∫

Y

F (y) dy, (14.1)

d.h. ∫

X×Y

f(x, y) d(x, y) =

∫

Y

(

∫

X

f(x, y) dx) dy. (14.2)

Beweis. 1. Fall. Wir betrachten zunächst den Spezialfall einer integrierbaren Funk-
tion f ≥ 0, zu der es eine aufsteigende Folge von Treppenfunktionen gk ≥ 0 gibt so,
dass

f(x, y) = lim
k→∞

gk(x, y) ∀(x, y) ∈ X × Y.

Damit ist insbesondere für jedes y ∈ Y die Folge {gk(·, y)}k eine aufsteigende Folge
von Treppenfunktionen auf X, welche punktweise gegen f(·, y) strebt. Ferner ist
nach dem Satz von Fubini für Treppenfunktionen

∫

Y

(

∫

X

gk(x, y) dx) dy =

∫

X×Y

gk(x, y) d(x, y) (14.3)

≤
∫

X×Y

f(x, y) d(x, y) ∀k ∈ N.

Setze Gk(y) :=
∫

X
gk(x, y) dx, y ∈ Y .

Die {Gk} bilden eine aufsteigende Folge von Treppenfunktionen auf Y , deren Inte-
grale nach (14.3) durch ‖f‖1 beschränkt sind. Nach dem Satz von der monotonen
Konvergenz konvergieren die Gk somit punktweise gegen die integrierbare Funktion
G := sup

k
Gk, und es gilt:

∫

Y

G(y) dy = lim
k→∞

∫

Y

Gk(y) dy =

∫

X×Y
f(x, y) d(x, y), (14.4)
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wobei für die letzte Identität wieder (14.3) und der Satz von Levi (auf X × Y )
benutzt wurden.
Wähle eine Nullmenge N ⊂ Y so, dass G(y) < ∞ ist für alle y ∈ Y \N . Für jedes
y ∈ Y \ N lässt sich dann der Satz von Levi auf die Funktionenfolge {gk(·, y)}k
anwenden. Damit ist für y /∈ N die Funktion f(·, y) integrierbar, und

F (y) :=

∫

X

f(x, y) dx = lim
k→∞

∫

X

gk(x, y) dx = lim
k→∞

Gk(y).

Setzen wir nun z.B. F (y) := 0 für y ∈ N , so ist F = G f.ü.. Folglich ist auch F
integrierbar, mit Integral

∫

Y

F (y) dy =

∫

Y

G(y) dy =

∫

X×Y

f d(x, y).

2. Fall. Sei nun f ∈ L1(X × Y ) beliebig. Nach Korollar 7.4 zum Satz von Riesz-
Fischer gibt es dann eine Folge von Treppenfunktionen {ϕk}k, welche punktweise
f.ü. gegen f konvergiert, so dass gilt:

∞∑

k=0

‖ϕk+1 − ϕk‖1 <∞.

Setze dann

gk :=
k∑

j=0

|ϕj+1 − ϕj |, g := lim
k→∞

gk =
∞∑

j=0

|ϕj+1 − ϕj|.

Nach dem Satz von Levi ist g ∈ L1(X×Y ), und nach Fall 1 gilt der Satz von Fubini
für g.

Nehmen wir o.B.d.A. an, dass ϕ0 = 0 ist, so gilt wegen ϕk =
k−1∑

j=0

(ϕj+1−ϕj) offenbar

|ϕk| ≤ g ∀k ∈ N, (14.5)

d.h. g bildet eine Majorante für alle ϕk.
Sei A eine Nullmenge in X × Y derart, dass für (x, y) 6∈ A die Folge {ϕk(x, y)}k
gegen f(x, y) konvergiert.
Nach Lemma 14.1 gibt es dann eine Nullmenge N ⊂ Y so, dass für y ∈ Y \ N
die Menge Ay eine Nullmenge ist. Dies bedeutet, dass für alle y ∈ Y \N die Folge
{ϕk(·, y)}k punktweise f.ü. gegen f(·, y) konvergiert. Ferner gilt nach (14.5)

|ϕk(·, y)| ≤ g(·, y).
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Nach Fall 1 dürfen wir nach eventuellem Vergrößern der Nullmenge N zudem an-
nehmen, dass für y ∈ Y \N die Funktion g(·, y) über X integrierbar ist.
Damit ist nach dem Satz von Lebesgue für jedes y ∈ Y \N die Funktion f(·, y) über
X integrierbar, und es gilt

F (y) :=

∫

X

f(x, y) dx = lim
k→∞

∫

X

ϕk(x, y) dx, y ∈ Y \N. (14.6)

Setzen wir Φk(y) :=
∫

X

ϕk(x, y) dx, so konvergiert die Folge der Treppenfunktionen

{Φk}k also punktweise f.ü. gegen die im Satz definierte Funktion F . Ferner gilt nach
(14.5)

|Φk(y)| ≤
∫

X

|ϕk(x, y)| dx ≤
∫

X

g(x, y) dx =: G(y)

für alle y ∈ Y \N , wobei nach Fall 1 die Funktion G integrierbar ist. Wenden wir den
Satz von der majorisierten Konvergenz auf die Folge {Φk}k an, so folgt mit (14.6):
F ist integrierbar, und

∫

Y

F (y) dy = lim
k→∞

∫

Y

Φk(y) dy.

Nach dem Satz von Fubini für Treppenfunktionen ist aber
∫

Y

Φk(y) dy =

∫

X×Y

ϕk(x, y) d(x, y),

und der Satz von Lebesgue, angewandt auf die Folge {ϕk}k, liefert:

lim
k→∞

∫

X×Y

ϕk d(x, y) =

∫

X×Y
f d(x, y).

Insgesamt erhalten wir ∫

Y

F (y) dy =

∫

X×Y

f d(x, y).

Q.E.D.

Bemerkung. Ist f ∈ L1(X × Y ), so zeigt man analog zu (14.2):

∫

X×Y

f(x, y) d(x, y) =

∫

X





∫

Y

f(x, y) dy



 dx, (14.7)
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mit der der Formel (14.2) entsprechenden Interpretation der Integrale. Insbesondere
gilt die folgende Vertauschungsregel für iterierte Integrationen:

∫

X





∫

Y

f(x, y) dy



 dx =

∫

Y





∫

X

f(x, y) dx



 dy. (14.8)

Achtung. Falls f nicht über den Produktraum integrierbar ist, so gilt (14.8) i.a.
nicht.

Beispiel.
∫ 1

0

(∫ 1

0

x− y

(x+ y)3
dx

)

dy 6=
∫ 1

0

(∫ 1

0

x− y

(x+ y)3
dy

)

dx

(Übung).

14.2 Der Satz von Tonelli

Mittels iterierter Integration lässt sich oftmals die Integrierbarkeit einer Funktion
auf einem Produktraum nachweisen, wie der nachfolgende Satz von Tonelli zeigt.
Dazu erweist sich die folgende Definition als nützlich, durch die jeder messbaren
nicht-negativen numerischen Funktion ein Integral zugeordnet wird.

Definition. Sei f : Rn → [0,∞] eine nicht-negative messbare numerische Funktion.
Falls f nicht integrierbar ist, so definieren wir das Integral von f durch

∫

Rn

f(x) dx :=

∞.
Nach Satz 4.3 und Theorem 11.7 ist dann offenbar

∫

Rn

f(x) dx = ‖f‖1 (14.9)

für jede messbare numerische Funktion f : Rn → [0,∞].

Bemerkung 14.3. Der Satz von Levi kann damit auch folgendermaßen formuliert
werden: Sei {fk}k eine monoton wachsende Folge messbarer, nicht-negativer nume-

rischer Funktionen auf dem Rn. Dann gilt

∫

Rn

(sup
k
fk) dx = sup

k

∫

Rn

fk dx. (14.10)

Theorem 14.4 (Satz von Tonelli). Sei f eine nicht-negative messbare numerische
Funktion auf X × Y . Dann ist für fast alle y ∈ Y die Funktion x 7→ f(x, y) auf X



14 INTEGRATION ÜBER EINEN PRODUKTRAUM 64

messbar, so dass durch F (y) :=
∫

X

f(x, y) dx eine Funktion F f.ü. auf Y definiert ist.

Setzen wir diese beliebig zu einer nicht-negativen numerischen Funktion F auf ganz
Y fort, so ist F ebenfalls messbar, und es gilt:

∫

X×Y

f(x, y) d(x, y) =

∫

Y

F (y) dy.

Für jede messbare Funktion f : X × Y → [0,∞] existiert also das iterierte Inte-
gral

∫

Y

(
∫

X

f(x, y) dx) dy und stimmt mit
∫

X×Y
f(x, y) d(x, y) überein. Ebenso existiert

natürlich auch das iterierte Integral
∫

X

(
∫

Y

f(x, y) dy) dx und stimmt mit dem Integral

von f überein. Da mit f : X × Y → C ∪ {∞} auch die Funktion |f | messbar ist,
erhalten wir zusammen mit Thm. 11.7 unmittelbar das

Korollar 14.5. Sei f : X × Y → C ∪ {∞} messbar. Dann ist f integrierbar genau
dann, wenn eines der iterierten Integrale

∫

X

(

∫

Y

|f(x, y)| dy) dx bzw.

∫

Y

(

∫

X

|f(x, y)| dx) dy

endlich ist.

Beweis des Satzes von Tonelli. Für k ∈ N× setze

fk := 1Bk(0) min(f, k).

Die Funktionen fk bilden eine aufsteigende Folge messbarer, nicht-negativer Funk-
tionen, welche punktweise gegen f konvergiert. Wegen fk ≤ k1Bk(0) ist nach dem
Majorantenkriterium jedes fk sogar integrierbar. Wir dürfen daher den Satz von
Fubini auf jedes fk anwenden.
Für jedes k gibt es danach eine Nullmenge Nk ⊂ Y so, dass fk(·, y) für jedes y ∈
Y \ Nk integrierbar ist. Setzen wir N :=

⋃

k

Nk, so ist auch N eine Nullmenge, und

für y ∈ Y \ N ist Fk(y) :=
∫

Y

fk(x, y) dx wohldefiniert. Setzen wir Fk(y) := 0 für

y ∈ N , so ist ferner Fk integrierbar, und es gilt
∫

X×Y

fk(x, y) d(x, y) =

∫

Y

Fk(y) dy. (14.11)

Wegen f(·, y) = sup
k
fk(·, y) ist für y ∈ Y \N die Funktion f(·, y) messbar, und nach

(18.10) gilt
F (y) = sup

k
Fk(y) für f.a. y ∈ Y.
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Damit ist auch F messbar. Wenden wir nun (18.10) auf die Folgen {Fk}k bzw. {fk}
an, so folgt zusammen mit (14.11)

∫

Y

F (y) dy = sup
k

∫

Y

Fk(y) dy = sup
k

∫

X×Y

fk(x, y) d(x, y)

=

∫

X×Y

f(x, y) d(x, y).

Q.E.D.

15 Der Transformationssatz

Ein wesentliches Hilfsmittel zur Berechnung eindimensionaler Integrale ist die Trans-
formationsformel:
Ist ϕ : [a, b] → [α, β] eine stetig differenzierbare Abbildung, so gilt für jede Rie-
mannsch integrierbare Funktion f ∈ R[α,β]

b∫

a

f ◦ ϕ(t)ϕ′(t) dt =

ϕ(b)∫

ϕ(a)

f(x) dx.

Sei nun ϕ([a, b]) = [α, β]. Nehmen wir ferner an, dass ϕ′(t) 6= 0 ist für alle t ∈ [a, b],
so ist entweder ϕ′(t) > 0 für alle t, also ϕ streng monoton wachsend und ϕ(a) =
α, ϕ(b) = β, oder ϕ′(t) < 0 für alle t ∈ [a, b], also ϕ streng monoton fallend und
ϕ(a) = β, ϕ(b) = α. In beiden Fällen folgt

∫

[a,b]

f(ϕ(t))|ϕ′(t)| dt =

∫

ϕ([a,b])

f(x) dx. (15.1)

Ferner ist ϕ ein Diffeomorphismus. Ziel dieses Kapitels ist es, die Formel (15.1)
auf den mehrdimensionalen Fall zu verallgemeinern. Dazu sei zunächst an folgende
Definitionen erinnert:

Definition. Seien U, V offene Teilmengen des Rn. Eine Abbildung ϕ : U → V heiße
Ck-Diffeomorphismus (k ∈ N ∪ {∞}), falls ϕ bijektiv ist und sowohl ϕ als auch
ϕ−1 k-mal stetig differenzierbar sind. Abbildungen von der Klasse C∞ bezeichnen
wir auch als glatte Abbildungen. Ist ϕ : U → Rn total differenzierbar im Punkte x,
so bezeichnen wir mit Dϕ(x) ∈ L(Rn,Rn) die totale Ableitung von ϕ und mit

ϕ′(x) :=
(∂ϕi
∂xj

(x)
)

i,j=1,...,n
∈ Mn×n(R)

die Jacobi-Matrix von ϕ im Punkte x.

Wir betrachten zunächst lineare Diffeomorphismen.
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15.1 Das Volumen eines Parallelotops

Wie verändert sich das Volumen unter einer linearen Transformation? Wir wollen
dies hier zunächst nur für Quader untersuchen. Sei dazu

E := En := [0, 1]n ⊂ Rn

der Einheitsquader. Ferner sei A = (aij)i,j=1,...,n eine reelle n × n-Matrix. Den
zugehörigen linearen Endomorphismus x 7→ A · x des Rn bezeichnen wir ebenfalls
mit A; dabei fassen wir in diesem Kapitel die Elemente des Rn als Spaltenvektoren
auf. Es bezeichne aj den j-ten Spaltenvektor der Matrix A, so dass A = (a1 · · ·an).
Im Falle der Einheitsmatrix I ist aj gerade der j-te Vektor ej der kanonischen Basis
des Rn. Nun ist offenbar

E = {
n∑

j=1

tjej : t1, . . . , tn ∈ [0, 1]}.

Wegen A(
n∑

j=1

tjej) =
n∑

j=1

tj(Aej) =
n∑

j=1

tjaj ist folglich

A(E) =

{
n∑

j=1

tjaj : t1, . . . , tn ∈ [0, 1]

}

.

Definition. Sind a1, . . . , an ∈ Rn, so heißt die kompakte Menge

P (a1, . . . , an) := {
n∑

j=1

tjaj : t1, . . . , tn ∈ [0, 1]}

das von den Vektoren a1, . . . , an aufgespannte Parallelotop. Damit gilt also
für A = (a1 · · ·an)

P (a1, . . . , an) = A(E) = A(P (e1, . . . , en)). (15.2)

Satz 15.1. Für jedes A ∈ Mn×n(R) gilt

vn(A(E)) = vn(P (a1, . . . , an)) = | detA|.

Beweis. Wir unterscheiden zwei Fälle.

1. Fall: detA = 0.Dann ist A(Rn) ein echter linearer Teilraum des Rn und somit eine
Nullmenge im Rn (man sieht dies auch unmittelbar mittels Aufgabe 3.2 (b), denn
F := kerA 6= {0}, und A faktorisiert zu einer linearen Abbildung Ȧ : Rn/F → Rn,
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welche als lineare Abbildung Lipschitz-stetig auf Rn/F ≃ Rm ist, wobei m < n).
Also folgt

vn(A(E)) = 0 = | detA|.

2. Fall: detA 6= 0. Dann ist A invertierbar, und wir setzen S := A−1. Wegen
1A(E)(x) = 1E(Sx) und vn(A(E)) =

∫
1A(E)(x) dx und | detA| = 1/| detS| ist somit

zu zeigen, dass für jede reguläre n× n-Matrix S gilt

∫

1En
(Sx) dx =

1

| detS| . (15.3)

Wir beweisen dies per Induktion nach n. Für n = 1 ist die Formel aufgrund der
eindimensionalen Substitutionsregel (15.1) klar.

Es sei S = (sij)i,j . Da auch S regulär ist, gibt es wenigsten ein i ∈ {1, . . . , n} so, dass
si,n 6= 0. Da die Menge En jedoch invariant unter Permutationen der Koordinaten
ist, ändert sich der Wert des Integrals auf der linken Seite von (15.3) offenbar nicht,
wenn wir die Zeilenvektoren von S permutieren. Ebenso ändert sich der Betrag der
Determinante auf der rechten Seite bei Vertauschung der Zeilen von S nicht.
Indem wir die Zeilenvektoren s1, . . . , sn ggf. geeignet vertauschen, dürfen wir somit
annehmen, dass c := snn 6= 0. Wir schreiben dann die Matrix S in Blockgestalt

S =

(
B β
tγ c

)

mit einer (n − 1) × (n − 1)-Matrix B sowie Spaltenvektoren β, γ ∈ Rn−1. Umfasst
nun x′ die ersten n− 1 Einträge von x ∈ Rn, und schreiben wir En = En−1 ×E1, so
gilt nach dem Satz von Fubini

∫

1En
(Sx) dx =

∫

Rn−1

(∫

R

1En−1(Bx
′ + βxn)1E1(

tγx′ + cxn) dxn

)

dx′.

Im inneren, eindimensionalen Integral führen wir mittels (15.1) die Substitution
t := tγx′ + cxn durch und erhalten

∫

1En
(Sx) dx =

1

|c|

∫

Rn−1

(∫

R

1En−1((B − 1

c
β tγ)x′ +

1

c
βt)1E1(t) dt

)

dx′. (15.4)

Mittels elementarer Zeilenumformungen (ziehe für i = 1, . . . , n − 1 von der i-ten
Zeile von S das βi/c-fache der letzten Zeile ab) sieht man andererseits, dass

| detS| =
∣
∣
∣ det

(
B − 1

c
β tγ 0

tγ c

) ∣
∣
∣ = |c|| det(B − 1

c
β tγ)|. (15.5)
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Dies zeigt insbesondere, dass die (n− 1) × (n− 1) Matrix S̃ := B − 1
c
β tγ ebenfalls

regulär ist. Nach dem Satz von Fubini und (15.4) folgt daher

∫

1En
(Sx) dx =

1

|c|

∫

R

(∫

Rn−1

1En−1(S̃(x′ +
1

c
S̃−1βt)) dx′

)

1E1(t) dt.

Nutzen wir im inneren Integral die Translationsinvarianz des Lebesgueschen Inte-
grals aus, so folgt

∫

1En
(Sx) dx =

1

|c|

∫

R

(∫

Rn−1

1En−1(S̃x
′) dx′

)

1E1(t) dt.

Wenden wir nun die Induktionsvoraussetzung für n − 1 auf das innere Integral an,
so folgt ∫

1En
(Sx) dx =

1

|c|

∫

R

1

| det S̃|
1E1(t) dt =

1

|c det S̃|.
Gemeinsam mit (15.5) erhalten wir damit (15.3). Q.E.D.

Einen alternativen Beweis dieses Satzes findet man z.B. in [K].

Korollar 15.2. Sei T : Rn → Rn eine lineare Transformation, und sei Q ein Quader
im Rn. Dann hat das Bildparallelotop T (Q) das Volumen

vn(T (Q)) = | detT | vn(Q). (15.6)

Beweis. Sei o.B.d.A. Q abgeschlossen. Wegen der Translationsinvarianz des Ma-
ßes dürfen wir annehmen, dass Q die Gestalt Q = P (r1e1, . . . , rnen) besitzt, wobei
r1, . . . , rn die Kantenlängen von Q seien. Dann ist

T (Q) = P (r1Te1, . . . , rnTen),

also nach Satz 15.1

v(T (Q)) = | det(r1Te1, . . . , rnTen)|
= r1 . . . rn| detT | = | detT | v(Q).

Q.E.D.

15.2 Die Transformationsformel

Wir wollen nun folgende, weitreichende Verallgemeinerung der eindimensionalen
Substutionsregel (15.1) beweisen.
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Theorem 15.3 (Transformationssatz). Sei ϕ : U → V ein C1-Diffeomorphismus
der offenen Teilmenge U des Rn auf die offene Teilmenge V des Rn. Dann ist die
numerische Funktion f : V → C∪{∞} genau dann integrierbar, wenn die Funktion
f ◦ ϕ | detϕ′| : U → C ∪ {∞} integrierbar ist. In diesem Fall gilt

∫

V

f(y) dy =

∫

U

f(ϕ(x))| detϕ′(x)| dx. (15.7)

Die folgende Plausibilitätsbetrachtung liefert gleichzeitig mit einer
”
Interpreta-

tion“ der Formel (15.7) die Kernidee des Beweises:

Zerlegt man U in sehr kleine Quader Qk, so ist f nahezu konstant auf Qk, und ϕ ist
nach Taylor nahezu affin linear aufQk. Ist xk ∈ Qk, so ist yk := ϕ(xk) ∈ Pk := ϕ(Qk),
und Pk ist näherungsweise gegeben durch das Parallelotop P̃k := [ϕ(xk)+ϕ′(xk)(I−
xk)](Qk), so dass nach (15.6) v(Pk) ≈ v(P̃k) = | detϕ′(xk)|v(Qk). Damit folgt

∫

V

f(y) dy ≈
∑

k

f(yk)v(Pk) ≈
∑

k

f(ϕ(xk))| detϕ′(xk)|v(Qk)

≈
∫

U

f(ϕ(x))| detϕ′(x)| dx.

Der Beweis des Transformationssatzes beruht auf den nachfolgenden Lemmata.

Lemma 15.4. Ist ψ : U → Rn eine C1-Abbildung auf der offenen Teilmenge U ⊂
Rn, und ist N ⊂ U eine Nullmenge, so ist ψ(N) eine Nullmenge.



15 DER TRANSFORMATIONSSATZ 70

Beweis. Nach Lemma 8.4 gibt es eine Folge kompakter Würfel {Wk}k in U mit
U =

⋃

k

Wk. Somit genügt es zu zeigen:

ψ(N ∩Wk) ist für jedes k eine Nullmenge.

Aber, auf Wk ist ψ als C1-Abbildung Lipschitz-stetig (vergl. Lemma 19.7). Damit
folgt die Behauptung mit Aufgabe 9.1 c).

Q.E.D.

Sei im folgenden ϕ : U → V ein C1-Diffeomorphismus, mit Umkehrabbildung ψ.

Lemma 15.5. Für jeden kompakten Würfel W ⊂ U gilt

v(ϕ(W )) ≤ max
x∈W

| detϕ′(x)|v(W ).

Beweis. ϕ(W ) ist kompakt, also integrierbar. Es bezeichne ‖·‖ die Maximumsnorm
‖x‖ = ‖x‖∞ = max

k
|xk|. Wir zeigen:

Zu jedem ε > 0 gibt es ein δ > 0 so, dass für x, y ∈W gilt:

ϕ(x) = ϕ(y) + ϕ′(y) · [(x− y) +R(x, y) · (x− y)], (15.8)

wobei
‖R(x, y)‖op < ε für alle x, y ∈W mit ‖x− y‖ < δ. (15.9)

Für x, y ∈W gilt nämlich

ϕ(x) = ϕ(y) +

1∫

0

ϕ′(y + t(x− y)) · (x− y) dt

= ϕ(y) + ϕ′(y) · (x− y) +

1∫

0

[ϕ′(y + t(x− y) − ϕ′(y)] · (x− y) dt,

so dass R(x, y) in (15.8) gegeben ist durch

R(x, y) := ϕ′(y)−1 ·
1∫

0

[ϕ′(y + t(x− y)) − ϕ′(y)] dt.

Da y 7→ ϕ′(y)−1 = ψ′(ϕ(y)) stetig ist auf W , gibt es eine Konstante A > 0 so, dass

‖ϕ′(y)−1‖op ≤ A für alle y ∈W.
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Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von ϕ′ auf dem Kompaktum W gibt es zu ε > 0
ferner ein δ > 0 so, dass

‖ϕ′(y + ξ) − ϕ′(y)‖op < ε/A für alle y, ξ mit y, y + ξ ∈ W und ‖ξ‖ < δ.

Damit folgt sofort 15.9).
Zu gegebenem ε > 0 wähle man δ > 0 gemäß (15.8), (15.9), und zerlege W in
kompakte Würfel W1, . . . ,Wm so, dass alle Wj Kantenlängen δj ≤ δ haben, und für
i 6= j die Würfel Wi und Wj höchstens Randpunkte gemeinsam haben. Sei ξj der
Mittelpunkt von Wj , und setze

Tj := ϕ′(ξj).

Nach (15.8), (15.9) gilt dann für alle x ∈Wj :

ϕ(x) = ϕ(ξj) + Tj(x− ξj +R(x, ξj) · (x− ξj)),

mit ‖R(x, ξj)‖op < ε. Wegen

‖x− ξj +R(x, ξj) · (x− ξj)‖ ≤ (1 + ε)‖x− ξj‖ ≤ (1 + ε)δj/2

folgt daher
ϕ(Wj) ⊂ ϕ(ξj) + Tj(W̃j),

wobei W̃j den Würfel W̃j := {y : ‖y‖ ≤ (1 + ε)δj/2} bezeichne. Mit (15.6) erhalten
wir daher

v(ϕ(Wj)) ≤ v(Tj(W̃j)) = | detTj|(1 + ε)nv(Wj).

Wegen ϕ(W ) ⊂ ϕ(W1) ∪ . . . ∪ ϕ(Wm) ergibt sich schließlich

v(ϕ(W )) ≤
m∑

j=1

v(ϕ(Wj)) ≤
m∑

j=1

| detTj |(1 + ε)nv(Wj)

≤ max
x∈W

| detϕ′(x)|(1 + ε)nv(W ).

Für ε→ 0 folgt die Behauptung.
Q.E.D.

Lemma 15.6. Sei K ⊂ U eine kompakte Menge, deren Rand eine Nullmenge ist.
Dann gilt folgende Einschachtelung

min
x∈K

| detϕ′(x)|v(K) ≤ v(ϕ(K)) ≤ max
x∈K

| detϕ′(x)|v(K)
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Beweis. Es ist K = K0 ∪ ∂K, wobei ∂K eine Nullmenge ist.
Nach Lemma 8.4 gibt es eine Folge {Wk}k kompakter Würfel, welche höchstens
Randpunkte gemeinsam haben, so dass gilt:

K0 =
⋃

k

Wk.

Somit ist
v(K) = v(K0) =

∑

k

v(Wk).

Nach Lemma 15.4 ist ϕ(∂Wk) eine Nullmenge, und ferner ist ϕ(∂Wk) = ∂(ϕ(Wk)).
Somit können wir ganz analog schließen, dass

v(ϕ(K)) = v(ϕ(K0)) =
∑

k

v(ϕ(Wk)).

Da nach Lemma 15.5

v(ϕ(Wk)) ≤ max
x∈K

| detϕ′(x)|v(Wk),

erhalten wir insgesamt

v(ϕ(K)) ≤ max
x∈K

| detϕ′(x)|v(K).

Die zweite Ungleichung im Lemma erhält man aus der obigen wie folgt:
Sei Q := ϕ(K), und sei ψ = ϕ−1 : V → U . Dann gilt nach dem bereits Bewiesenen

v(K) = v(ψ(Q)) ≤ max
y∈Q

| detψ′(y)|v(Q).

Für y = ϕ(x) ist aber ψ′(y) = (ϕ′(x))−1. Damit ist

max
y∈Q

| detψ′(y)| = max
x∈K

| detψ′(ϕ(x))|

= 1/(min
x∈K

| detϕ′(x)|).

Q.E.D.

Definition. Sei h : X → C eine Funktion auf einem metrischen Raum X. Unter
dem Träger von h versteht man die abgeschlossene Hülle supph der Menge aller
Punkte, in denen h nicht verschwindet, d.h.

supph := {x ∈ X : h(x) 6= 0}.

Lemma 15.7. Der Transformationssatz gilt für jede Treppenfunktion f mit Träger
in U .
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Beweis. Offenbar genügt es, den Fall f = 1Q zu betrachten, wobei Q ein Quader
mit Q ⊂ U ist. Da der Rand von Q eine Nullmenge ist, dürfen wir ferner nach
Lemma 15.4 Q = Q voraussetzen.

Dann ist die Funktion 1Q ◦ϕ| detϕ′| = 1ψ(Q)| detϕ′| offenbar integrierbar, da sie auf
dem Kompaktum ψ(Q) stetig ist und außerhalb davon verschwindet. Es bleibt also
nur die Formel ∫

ψ(Q)

| detϕ′(x)| dx =

∫

Q

1 dy (15.10)

zu zeigen. Sei dazu ε > 0.

Da |(detϕ′)◦ψ| auf Q stetig ist, also sogar gleichmäßig stetig, gibt es eine Zerlegung
Q = Q1∪. . .∪Qm in kompakte QuaderQj , welche höchstens Randpunkte gemeinsam
haben, so dass für jedes j = 1, . . . , m gilt:

max
y∈Qj

| detϕ′(ψ(y))| − min
y∈Qj

| detϕ′(ψ(y))| < ε.

In jedem Kj := ψ(Qj) gilt dann

max
x∈Kj

| detϕ′(x)| − min
x∈Kj

| detϕ′(x)| < ε,

also nach Lemma 15.6
∣
∣
∣
∣

v(Qj)

v(Kj)
− | detϕ′(x)|

∣
∣
∣
∣
≤ ε ∀x ∈ Kj .

Es folgt

∣
∣
∣
∣
∣
v(Qj) −

∫

Kj

| detϕ′(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Kj

[
v(Qj)

v(Kj)
− | detϕ′(x)|

]

dx

∣
∣
∣
∣
∣
≤ εv(Kj).

Da die Durchschnitte Ki ∩Kj = ψ(Qi ∩Qj) für i 6= j Nullmengen sind, erhält man
durch Summation ∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣

v(Q) −
∫

ψ(Q)

| detϕ′(x)| dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ εv(K).

Für ε→ 0 folgt die Behauptung.
Q.E.D.

Lemma 15.8. Sei f integrierbar über die offene Menge V ⊂ Rn. Dann gibt es zu
jedem ε > 0 eine Treppenfunktion g mit Träger in V , so dass ‖fV − g‖1 < ε.
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Beweis. Sei h eine Treppenfunktion auf dem Rn mit ‖fV − h‖1 < ε. Wegen ‖fV −
h‖1 = ‖fV − hV ‖1 + ‖hV c‖1 ist dann auch

‖fV − hV ‖1 < ε.

Wähle nun nach Lemma 8.4 eine Folge kompakter Würfel {Wk}k mit V =
⋃

k

Wk, und

setze Ak := W1 ∪ . . .∪Wk, gk := hV 1Ak
= h1Ak

. Dann ist gk eine Treppenfunktion,
und es gilt |gk| ≤ |h| für alle k. Somit gilt nach dem Satz von der majorisierten
Konvergenz

‖fV − hV ‖1 = lim
k→∞

‖fV − gk‖1.

Für genügend großes k ist daher auch ‖fV − gk‖1 < ε.
Q.E.D.

Beweis des Transformationssatzes.

Sei zunächst f integrierbar über V . Wähle gemäß Lemma 15.8 eine Folge von Trep-
penfunktionen {fk}k mit

supp fk ⊂ V ∀k ∈ N;

lim
k→∞

‖fV − fk‖1 = 0.

Wir dürfen nach Bemerkung 7.3 ferner o.B.d.A. annehmen, dass {fk}k außerhalb
einer Nullmenge N ⊂ V punktweise gegen fV strebt.
Setze

f̃k := (fk ◦ ϕ)| detϕ′|,
f̃ := (f ◦ ϕ)| detϕ′|.

Nach Lemma 15.7 sind die Funktionen f̃k über U integrierbar und bilden eine L1-
Cauchyfolge, da nach diesem Lemma

‖f̃k − f̃ℓ‖1 =

∫

U

|f̃k − f̃ℓ| dx =

∫

V

|fk − fℓ| dy = ‖fk − fℓ‖1.

Ferner konvergiert {f̃k}k außerhalb der Nullmenge ϕ−1(N) = ψ(N) punktweise ge-
gen f̃U . Nach dem Satz von Riesz-Fischer ist somit f̃U integrierbar, und es gilt:

∫

U

f̃ dx = lim
k→∞

∫

f̃k dx = lim
k→∞

∫

V

fk dy =

∫

V

f dy.

Sei schließlich umgekehrt f̃ über U integrierbar. Wenden wir das bereits Bewiesene
auf die Umkehrabbildung ψ = ϕ−1 : V → U anstelle von ϕ an, so sehen wir:

(f̃ ◦ ψ)| detψ′| = f ist über V integrierbar.

Q.E.D.
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15.3 Ebene Polarkoordinaten

Im R2 sind bekanntlich die Polarkoordinaten gegeben durch die Abbildung

P2(r, ϕ) := (r cosϕ, r sinϕ) = rh1(ϕ),

mit h1(ϕ) := (cosϕ, sinϕ). Beachte, dass h1 in den Einheitskreis abbildet, und
dass P2 zunächst auf ganz R2 definiert ist. Ferner bildet P2 den offenen Streifen
R+×] − π, π[ diffeomorph auf die geschlitzte Ebene R2 \ S ab, wobei der

”
Schlitz“

S gegeben ist durch
S := {(t, 0) : t ≤ 0}.

Die Umkehrabbildung G2 : R2 \ S → R+×] − π, π[ der Einschränkung von P2 auf
diesen Streifen ist gegeben durch

G2(x1, x2) =
(

r, (sign x2) arccos
x1

r

)

, r :=
√

x2
1 + x2

2.

x
K1,0 K0,5 0 0,5 1,0

1

2

3

Abb. 1: arccos

Satz 15.9 (Integration mittels Polarkoordinaten im R2). Sei f : R2 → C eine nume-
rische Funktion. Dann ist f integrierbar über R2 genau dann, wenn die numerische
Funktion

g : R+×] − π, π[→ C, g(r, ϕ) := rf(r cosϕ, r sinϕ)

integrierbar ist über R+×] − π, π[, und in diesem Fall gilt

∫

R2

f(x, y) d(x, y) =

∫ π

−π

∫ ∞

0

f(r cosϕ, r sinϕ) r dr dϕ

=

∫ ∞

0

r

∫ π

−π
f(r cosϕ, r sinϕ) dϕ dr. (15.11)

Beweis. Man rechnet sofort nach (Analysis II), dass die Jacobi-Determinante von
P2 gegeben ist durch detP ′

2(r, ϕ) = r. Da S eine Nullmenge ist, folgt der Satz somit
sofort aus dem Transformationssatz 15.3 sowie dem Satz von Fubini. Q.E.D.
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Beispiel 15.10 (Das Gaußsche Integral). Es gilt

∫ ∞

−∞
e−x

2

dx =
√
π.

Nach dem Satz von Tonelli gilt nämlich

(∫ ∞

−∞
e−x

2

dx
)2

=

∫ ∞

−∞
e−x

2

dx

∫ ∞

−∞
e−y

2

dy =

∫

R

(∫

R

e−(x2+y2) dx
)

dy

=

∫

R2

e−(x2+y2) d(x, y).

Wenden wir nun Satz 15.9 auf das letzte Integral an, so folgt

(∫ ∞

−∞
e−x

2

dx
)2

=

∫ π

−π

∫ ∞

0

e−r
2

r dr dϕ = 2π

∫ ∞

0

d

dr
[−e−r2/2] dr = π.

15.4 n-dimensionale Polarkoordinaten

Für n ≥ 1 definieren wir die Abbildung hn : Rn → Rn+1 rekursiv durch

h1(z) := (cos z, sin z), z ∈ R,

und

hn+1(z) := (hn(z
′) sin zn+1, cos zn+1), z = (z′, zn+1) ∈ Rn × R. (15.12)

Bezeichnet ‖x‖ = ‖x‖2 := (
∑n

j=1 x
2
j )

1/2 die Euklidische Norm von x ∈ Rn, so gilt
für alle n ≥ 2

‖hn−1(z)‖ = 1 für alle z ∈ Rn−1, (15.13)

d.h.
hn−1(R

n−1) ⊂ Sn−1 ⊂ Rn. (15.14)

In der Tat gilt ja nach (15.15)

‖hn+1(z)‖2 = ‖hn(z′)‖2 sin2 zn+1 + cos2 zn+1,

so dass die Behauptung sofort per Induktion nach n ≥ 1 folgt.

Wir definieren schließlich für n ≥ 3 die Abbildung Pn : Rn → Rn durch

Pn(r, ϕ, ϑ1, . . . , ϑn−2) := rhn−1(ϕ, ϑ1, . . . , ϑn−2). (15.15)

Offensichtlich sind dann hn wie auch Pn glatte, d.h., unendlich oft differenzierbare,
Abbildungen, und nach (15.12) und (15.15) gilt

Pn+1(r, ϕ, ϑ1, . . . , ϑn−1) = (sin ϑn−1Pn(r, ϕ, ϑ1, . . . , ϑn−2), r cosϑn−1). (15.16)
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Für n = 3 erhalten wir insbesondere für die Koordinaten x1, x2, x3 des Bildpunktes
x = P3(r, ϕ, ϑ1) :

x1 = r cosϕ sinϑ1,

x2 = r sinϕ sinϑ1,

x3 = r cosϑ1.

Allgemeiner gilt für x = Pn(r, ϕ, ϑ1, . . . , ϑn−2) im Rn :

x1 = r cosϕ sinϑ1 sinϑ2 · · · sinϑn−2,
x2 = r sinϕ sinϑ1 sinϑ2 · · · sin ϑn−2,
x3 = r cosϑ1 sinϑ2 · · · sin ϑn−2,

...
xn−1 = r cosϑn−3 sin ϑn−2,
xn = r cosϑn−2.







(15.17)

Wir setzen Ξ1 :=] − π, π[, und für k > 1

Ξk :=] − π, π[ × ]0, π[k−1,

und schränken im Folgenden den Bereich der Winkel (ϕ, ϑ1, . . . , ϑn−2) ein auf Ξn−1.

Lemma 15.11. Pn hat folgende Eigenschaften:

(i)
‖Pn(r, ϕ, ϑ1, . . . , ϑn−2)‖ = r, falls r ≥ 0.

(ii) Pn bildet einen C∞-Diffeomorphismus der offenen Menge

Un := R+ × Ξn−1
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auf die offene Menge

V n := Rn \ (S × Rn−2) = Rn \ {(x1, 0, x3, . . . , xn) : x1 ≤ 0}.

(iii) Für alle (r, ϕ, ϑ1 . . . , ϑn−2) ∈ Un gilt

detP ′
n(r, ϕ, ϑ1 . . . , ϑn−2) = (−1)nrn−1 sin ϑ1 sin2 ϑ2 · · · sinn−2 ϑn−2.

Beweis. (i) folgt sofort aus (15.13).

(ii) Sei o.B.d.A. n ≥ 3. Wir konstruieren die gesuchte Umkehrabbildung Gn : V n →
Un rekursiv. Für x = (x1, . . . , xn) ∈ V n sei dazu

r := ‖x‖ = (x2
1 + . . .+ x2

n)
1/2,

ϑn−2 := arccos
xn
r
.

Wegen (x1, x2) /∈ S ist jedoch (x1, x2) 6= 0, und somit
∣
∣xn

r

∣
∣ < 1, also ϑn−2 ∈]0, π[, so

dass sinϑn−2 > 0. Es bezeichne dann

x′ :=
1

sinϑn−2
(x1, . . . , xn−1) ∈ V n−1.

Wegen ‖(x1, . . . , xn−1)‖2 = r2 − r2 cos2 ϑn−2 = r2 sin2 ϑn−2 gilt dann offenbar

‖x′‖2 = r2.

Sei nun Gn−1 : V n−1 → Un−1 die Umkehrabbildung zu Pn−1|Un−1, welche per Induk-
tionsvoraussetzung existiere und glatt sei. Dann definiert

Gn(x) := (Gn−1(x
′), arccos

xn
r

)

offenbar die gesuchte Umkehrabbildung zu Pn|Un. Diese ist dann wegen r 6= 0 offen-
bar ebenfalls glatt.

(iii) Für n = 2 ist (iii) bekannt. Sei nun n + 1 ≥ 3. Die Jacobi-Matrix von Pn+1

ist dann nach (15.16) gegeben durch die Blockmatrix (der erste Block ist vom Typ
n× n, und der zweite vom Typ 1 × 1)

P ′
n+1 =

(
sinϑn−1 · P ′

n cosϑn−1 · tPn
cos ϑn−1 0 · · ·0 −r sin ϑn−1

)

.

Nun ist wegen Pn(r, ϕ, ϑ1, . . . , ϑn−2) = r hn−1(ϕ, ϑ1, . . . , ϑn−2) offenbar Pn = r ∂
∂r
Pn,

d.h.

cosϑn−1 · tPn = r
cosϑn−1

sin ϑn−1

× ( 1. Spalte von sin ϑn−1 · P ′
n).
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Damit ist die Determinate der n × n-Matrix, welche durch Streichung der ersten
Spalte und letzten Zeile aus P ′

n+1 entsteht, gegeben zu

(−1)n−1r
cosϑn−1

sin ϑn−1

det(sinϑn−1P
′
n).

Entwicklung der Determinate von P ′
n+1 nach der letzten Zeile liefert daher

detP ′
n+1 = (−1)n cos ϑn−1[(−1)n−1r

cosϑn−1

sin ϑn−1
sinn ϑn−1 detP ′

n]

−r sin ϑn−1 sinn ϑn−1 detP ′
n

= −r(sinϑn−1)
n−1 detP ′

n.

Per Induktion folgt nun sofort die Formel in (iii). Q.E.D.

Wenden wir den Transformationssatz auf ϕ = Pn : Un → V n an, so erhalten wir also,
da S ×Rn−2 eine Nullmenge im Rn bildet, den nachfolgenden Satz. Zur Abkürzung
setzen wir darin

wn(ϑ) := sinϑ1 sin2 ϑ2 · · · sinn−2 ϑn−2, ϑ := (ϑ1, . . . , ϑn−2) ∈]0, π[n−2.

Satz 15.12 (Integration mittels Polarkoordinaten im Rn). Die numerische Funktion
f : Rn → C ∪ {∞} ist Lebesgue-integrierbar genau dann, wenn die Funktion

g : Un → C ∪ {∞}, g(r, ϕ, ϑ) := f(Pn(r, ϕ, ϑ)) rn−1wn(ϑ)

über Un integrierbar ist, und es gilt dann
∫

Rn

f(x) dx (15.18)

=

∞∫

0

π∫

−π

π∫

0

· · ·
π∫

0

f(Pn(r, ϕ, ϑ))wn(ϑ) dϑ1 . . . dϑn−2 dϕ r
n−1 dr.

Dabei haben wir noch den Satz von Fubini angewandt, welcher es natürlich auch ge-
stattet, die Reihenfolge der Mehrfachintegrationen in dieser Formel zu vertauschen.

Beispiel 15.13 (Rotationsinvarianz des Lebesguemaßes). Sei R ∈ O(n,R) eine
Rotation des Rn, d.h. tR · R = I. Wegen | detR| = 1 liefert der Transformationsatz

∫

Rn

f ◦R dx =

∫

Rn

f dy für alle f ∈ L1(Rn). (15.19)

Insbesondere ist
v(R(A)) = v(A) für alle A ∈ Mn.
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16 Die Lebesgueschen Lp-Räume

Nach Thm. 11.7 liegt f : Rn → C ∪ {∞} genau dann in L1(Rn), wenn f messbar
ist und ‖f‖1 =

∫
|f | dx < ∞. In Analogie zu den ℓp-Räumen machen wir daher

folgende

Definition. Sei 0 < p < ∞. Mit Lp = Lp(Rn) bezeichnen wir die Menge aller
messbaren numerischen Funktionen f auf dem Rn, für die |f |p integrierbar ist, d.h.

Lp = {f : Rn → C ∪ {∞} : f ist messbar und

∫

|f |p dx <∞}

(beachte, dass die Funktion λ 7→ |λ|p auf C stetig ist, so dass mit f auch |f |p messbar
ist). Für f ∈ Lp setzen wir

‖f‖p := (

∫

|f |p dx)1/p.

Lemma 16.1. Lp ist ein C-Vektorraum.

Beweis. Mit f ∈ Lp und λ ∈ C ist offenbar auch λf ∈ Lp, und ‖λf‖p = |λ| ‖f‖p.
Seien f, g ∈ Lp. Dann ist f + g messbar, und es gilt

|f + g|p ≤ (|f | + |g|)p ≤ (2 max(|f |, |g|))p
= 2p max(|f |p, |g|p).

Nach Kor. 4.5 ist die rechte Seite eine integrierbare Majorante von |f + g|p. Damit
ist auch |f + g|p ∈ L1, also f + g ∈ Lp.

Q.E.D.

Wir wollen zeigen, dass für p ≥ 1 durch ‖ · ‖p eine Halbnorm auf Lp gegeben ist.
Dazu beweisen wir ähnlich wie für ℓp zunächst

Satz 16.2. Seien p, q ∈]1,∞[ mit 1
p

+ 1
q

= 1. Für f ∈ Lp und g ∈ Lq ist dann stets

fg ∈ L1, und es gilt

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q (Höldersche Ungleichung) (16.1)

Beweis. Wir erinnern zunächst an die folgende Ungleichung, welche für konjugierte
Exponenten p, q wie im Satz gilt:

ab ≤ ap

p
+
bq

q
∀a, b ≥ 0. (16.2)



16 DIE LEBESGUESCHEN LP -RÄUME 81

In der Tat, ersetzen wir a durch a1/p und b durch b1/q , so ist (16.1) äquivalent zu
a1/pb1/q ≤ a

p
+ b

q
. Und, ist o.B.d.A. a > 0, b > 0, so ist nach Logarithmieren diese

Ungleichung äquivalent zu

1

p
log a+

1

q
log b ≤ log

(
1

p
a+

1

q
b

)

.

Diese folgt jedoch sofort aus der Konkavität des Logarithmus.
Um nun (16.1) zu beweisen, dürfen wir o.B.d.A. ‖f‖p > 0, ‖g‖q > 0 annehmen.
Nach (20.2) gilt dann

|f |
‖f‖p

|g|
‖g‖q

≤ 1

p

|f |p
‖f‖pp

+
1

q

|g|q
‖g‖qq

. (16.3)

Nun ist mit f und g auch fg messbar, also auch |fg|. Ferner ist die rechte Seite von
(16.3) integrierbar, und damit auch f · g, und es folgt

1

‖f‖p‖g‖q

∫

|fg| dx ≤ 1

p

∫
|f |p dx
‖f‖pp

+
1

q

∫
|g|q dx
‖g‖qq

=
1

p
+

1

q
= 1,

woraus (16.1) folgt.
Q.E.D.

Satz 16.3. Für 1 ≤ p <∞ ist ‖ · ‖p eine Halbnorm auf dem Vektorraum Lp.

Beweis. Es bleibt nur noch

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p (Minkowskische Ungleichung) (16.4)

für f, g ∈ Lp zu zeigen. Wenden wir dazu auf die beiden letzten Integrale der fol-
genden Ungleichung

∫

|f + g|p dx ≤
∫

|f ||f + g|p−1 dx+

∫

|g||f + g|p−1 dx

die Hölderschen Ungleichung an, so erhalten wir

∫

|f + g|p dx ≤
(∫

|f |p dx
)1/p(

∫

|f + g|q(p−1) dx
)1/q

+
(∫

|g|p dx
)1/p(

∫

|f + g|q(p−1) dx
)1/q

.

Wegen 1
p

+ 1
q

= 1 is aber q = p/(p− 1), also q(p− 1) = p, und wir erhalten

‖f + g‖pp ≤ (‖f‖p + ‖g‖p) ‖f + g‖p/qp .
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Wir dürfen o.B.d.A. annehmen, dass ‖f + g‖p > 0. Teilen wir dann beide Seiten der

letzten Ungleichung durch ‖f + g‖p/qp , so folgt (16.4). Q.E.D.

Wir wollen schließlich noch für p = ∞ ein Analogon zu ℓ∞ definieren.

Definitionen. Eine numerische Funktion f : Rn → C ∪ {∞} heiße wesentlich
beschränkt ode auch v-beschränkt, falls f außerhalb einer Nullmenge beschränkt
ist, d.h. wenn es ein C ∈ [0,∞[ gibt so, dass |f(x)| ≤ C für f.a. x ∈ Rn. C heißt
dann auch eine wesentliche Schranke für f .
Es bezeichne dann L∞ = L∞(Rn) die Menge alle wesentlich beschränkten messbaren
numerischen Funktionen auf dem Rn. Für f ∈ L∞ setzen wir

‖f‖∞ := inf{C ∈ R : C ist wesentliche Schranke für f}.
Man sieht rasch, dass auch ‖f‖∞ eine wesentliche Schranke für f ist, und zwar offen-
bar die kleinste. Man bezeichnet daher ‖f‖∞ auch als das wesentliche Supremum
von f .

Achtung: ‖f‖∞ muss unterschieden werden von der Supremumsnorm von f , welche
wir zwar oft auch mit ‖f‖∞ bezeichnet hatten, ab jetzt aber vorsichtshalber mit
‖f‖ℓ∞ bezeichnen werden. Offenbar ist stets ‖f‖∞ ≤ ‖f‖ℓ∞.

Satz 16.4. L∞ ist ein C-Vektorraum und ‖ · ‖∞ eine Halbnorm darauf.

Beweis. Übung.

Theorem 16.5 (Riesz-Fischer). Sei 1 ≤ p ≤ ∞. Dann besitzt jede Cauchy-Folge
{fk}k in Lp bzgl. der Lp-Halbnorm ‖ · ‖p einen Grenzwert f in Lp.
Beweis. Für p = 1 haben wir dies bereits in Thm. 7.2 gezeigt. Sei daher p > 1, und
zwar zunächst 1 < p <∞.
Ähnlich wie im Fall p = 1 wählen wir zunächst eine Teilfolge {fkν

}ν≥1 aus so, dass

‖fk − fkν
‖p ≤ 2−2ν ∀k ≥ kν, (16.5)

und setzen

gν := fkν+1 − fkν
und g :=

∞∑

ν=1

|gν|.

Für jedes N > 0 ist dann nach Hölder, falls 1
q

+ 1
p

= 1:

∞∑

ν=N

|gν(x)| =

∞∑

ν=N

2−ν |2νgν(x)|

≤
( ∞∑

ν=N

2−qν

)1/q ( ∞∑

ν=N

2pν |gν(x)|p
)1/p

≤ C

( ∞∑

ν=N

2pν |gν(x)|p
)1/p

,
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also mit (16.5)

∥
∥
∥
∥
∥

∞∑

ν=N

|gν|
∥
∥
∥
∥
∥

p

p

=

∫
( ∞∑

ν=N

|gν |
)p

dx (16.6)

≤ Cp

∞∑

ν=N

2pν
∫

|gν|p dx

≤ Cp

∞∑

ν=N

2pν2−2pν = Cp

∞∑

ν=N

2−pν.

Insbesondere ist
∫
|g|p dx < ∞, so dass |g(x)|p und damit auch |g(x)| =

∞∑

ν=1

|fkν+1(x) − fkν
(x)| für fast jedes x ∈ Rn endlich ist. Damit existiert

f(x) = lim
ν→∞

fkν
(x)

f.ü., und f ist messbar. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass lim
k→∞

‖f − fk‖p = 0 ist.

Sei dazu ε > 0, und wähle ̺ ∈ N so groß, dass

C

( ∞∑

ν=̺

2−pν

)1/p

< ε und ‖fk − fk̺
‖ < ε ∀k ≥ k̺.

Wegen |f − fk̺
| ≤∑∞

ν=̺ |gν| gilt dann nach (16.6) die Abschätzung ‖f − fk̺
‖p < ε,

folglich
‖f − fk‖p ≤ ‖f − fk̺

‖p + ‖fk̺
− fk‖p < ε+ ε = 2ε,

falls k ≥ k̺.

Sei schließlich p = ∞. Wähle zu jedem (k, ℓ) ∈ N2 eine Nullmenge Nkℓ so, dass
|fk(x) − fℓ(x)| ≤ ‖fk − fℓ‖∞ für alle x ∈ N c

kℓ. Dann ist N :=
⋃

(k,ℓ)∈N2

Nkℓ eine

Nullmenge, und es gilt

‖(fk − fℓ) |Nc ‖ℓ∞ ≤ ‖fk − fℓ‖∞.

Setzen wir f̃k := fk |Nc , so ist folglich {f̃k}k eine Cauchy-Folge in ℓ∞(N c) und besitzt
damit einen gleichmäßigen Grenzwert f̃ ∈ ℓ∞(N c). Setzen wir

f(x) :=

{

f̃(x), x ∈ N c,
0 x ∈ N

,

so ist offenbar lim
k→∞

‖f −fk‖∞ = 0. Insbesondere ist f f.ü. der punktweise Grenzwert

einer Folge messbarer Funktionen, also messbar. Es folgt f ∈ L∞.
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Q.E.D.

Für 1 ≤ p ≤ ∞ ist offenbar

{f ∈ Lp : ‖f‖p = 0} = N . (16.7)

Definieren wir den Fall p = 1 verallgemeinernd den Raum Lp = Lp(Rn) als den
Quotientenraum

Lp := Lp/N ,

und versehen diesen mit der Quotientennorm

‖f + N‖p := ‖f‖p, f ∈ Lp,

so erhalten wir aus Thm. 16.5 die folgende Verallgemeinerung von Thm. 7.5:

Theorem 16.6. (Lp(Rn), ‖ · ‖p) ist für 1 ≤ p ≤ ∞ ein vollständiger normierter
Raum, d.h. ein Banachraum.

Wir betrachten schließlich noch den Spezialfall p = 2. Man zeigt leicht mittels der
Hölderschen Ungleichung, dass für [f ] = f + N und [g] = g + N in L2(Rn) das
Integral

〈[f ], [g]〉 :=

∫

Rn

f(x)g(x) dx (16.8)

wohldefiniert ist, d.h. insbesondere nicht von der Wahl der Repräsentanten f und g
abhängt.

Theorem 16.7. Durch (16.8) wird ein Skalarprodukt auf dem komplexen Vektor-
raum L2 = L2(Rn) definiert, welches die L2− Norm ‖f‖2 =

√

〈f, f〉 induziert.
Damit ist (L2, 〈 , 〉) ein Hilbertraum.

Beweis. Dies folgt aus Satz 16.2 und Theorem 16.6. (Übung)
Q.E.D.
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II. GEWÖHNLICHE DIFFERENTIALGLEI-

CHUNGEN

17 Einführung

Wir wollen in diesem Kapitel weitgehend heuristisch argumentieren und einige für
die Anwendungen typische gewöhnliche Differentialgleichungen (kurz: gew. Dgln.)
vorstellen. Die mathematischen Grundlagen, welche unsere heuristischen Überlegun-
gen rechtfertigen, werden in späteren Kapiteln erarbeitet werden.
Unter einer Differentialgleichung (Dgl.) versteht man eine Gleichung, in welcher
unabhängige Variablen, Funktionen und Ableitungen von Funktionen auftreten.

Beispiel 1.

y′ + 2xy = 0; (17.9)

hier ist x die unabhängige Variable, y die gesuchte Funktion (von x). Eine Lösung
ist eine Funktion y = ϕ(x), für welche die Gleichung identisch erfüllt ist, also
ϕ′(x)+2xϕ(x) ≡ 0. Natürlich müssen genaugenommen für die Dgl. noch der Defini-
tionsbereich für x und y festgelegt werden. Man rechnet leicht nach, dass y = e−x

2

eine Lösung von (17.9) ist:

d

dx
(e−x

2

) + 2xe−x
2

= 0 für alle x ∈ R.

Später werden wir sehen, dass sämtliche reellen Lösungen (17.9) von der Gestalt
y = Ce−x

2
sind, wobei C eine beliebige reelle Konstante ist (vergl.: Existenz und

Eindeutigkeit von Lösungen).
Die Dgl. (17.9) ist eine Dgl. 1. Ordnung. So nennt man Dgln., in welchen nur erste
Ableitungen und keine höheren auftreten. Die allgemeine Dgl. 1. Ordnung lautet

F (x, y, y′) = 0. (17.10)

Die Funktion y = ϕ(x) ist eine Lösung von (17.10) in einem Intervall J , wenn ϕ in
J differenzierbar ist und

F (x, ϕ(x), ϕ′(x)) = 0 für alle x ∈ J

gilt.
Treten in einer Dgl. auch höhere Ableitungen auf, etwa bis zur Ordnung n, so spricht
man von einer Dgl. n-ter Ordnung. Sie lässt sich immer in der Form

F (x, y, y′, . . . , y(n−1), y(n)) = 0
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schreiben. Eine Lösung ϕ ist eine n-mal differenzierbare Funktion von x, für welche

F (x, ϕ(x), . . . , ϕ(n)(x)) ≡ 0

gilt. Man nennt eine Differentialgleichung n-ter Ordnung explizit, wenn sie nach
der höchsten Ableitung aufgelöst ist, also

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)),

sonst implizit. Der Satz über implizite Funktionen liefert eine hinreichende Be-
dingung dafür, wann eine Dgl. n-ter Ordnung nach y(n) aufgelöst werden kann,
zumindest lokal.
Das bisherige betraf gewöhnliche Dgln., d.h. Dgln., in welchen nur eine unabhängi-
ge Variable x eingeht. Treten mehrere unabhängige Variablen und damit partielle
Ableitungen auf, so spricht man von partiellen Dgln.. Beispiele für partielle Dgln.
sind die Cauchy-Riemannsche Dgl.

∂u

∂x
+ i

∂u

∂y
= 0

für komplexwertige Funktionen u = u(x, y) zweier reeller Variablen x und y, deren
Lösungen gerade die sogenannten ”holomorphen” Funktionen der komplexen Varia-
blen z = x + iy sind, welche wir in der Analysis IV studieren werden, sowie die
Laplace- oder auch Potentialgl.

∆u :=
∂2u

∂x2
1

+ · · · + ∂2u

∂x2
n

= 0,

für eine Funktion u = u(x1 . . . xn) von n reellen Variablen x1, . . . , xn.
Wir wollen uns in der Vorlesung ausschließlich mit gewöhnlichen Dgln. befassen.

Ökologische Modelle als Anwendungsbeispiele

A. Populationsmodelle

Es bezeichne p(t) die Population einer gegebenen Spezies zur Zeit t (z.B. die Erd-
bevölkerung, die Zahl der Bakterien in einer Kultur, die Zahl der Atome einer ra-
dioaktiven Substanz). Sind nun t1 < t2 zwei Zeitpunkte, so wird die Änderung
∆p = p(t2) − p(t1) der Population in der Zeitspanne ∆t = t2 − t1 in der Regel
sowohl proportional zur Zeitspanne ∆t als auch zur Population zum Zeitpunkt t1
sein, zumindest in erster Näherung, d.h.

∆p = rp(t1)∆t, (17.11)

wobei der Proportionalitätsfaktor r (die totale Änderungsrate) i.a. von t1 und p(t1)
abhängen wird. Nimmt man in einer mathematischen Idealisierung dieses Modells
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an, dass p differenzierbar ist (was i.a. für Funktionen, welche nur ganzzahlige Werte
annehmen, nicht der Fall ist), dividiert in (17.11) beide Seiten durch ∆t und bildet
den Grenzwert für ∆t→ 0, so ergibt sich für p die Dgl.

ṗ(t) = r(t, p(t))p(t). (17.12)

Hier haben wir die übliche Konvention benutzt, Ableitungen nach der Zeit mit ṗ
anstelle von p′ zu bezeichnen.
In einem abgeschlossenen System, d.h. ohne Zu- und Abwanderung, gilt

r(t, p) = g(t, p) − s(t, p),

wobei

g(t, p) die Geburtenrate,

s(t, p) die Sterberate

bezeichne. Sind g und s bekannte Funktionen von t und p, so wird die zeitliche
Entwicklung der Population durch die Funktion p = p(t) beschrieben, welche der
sogenannten Wachstumsgleichung (17.12) genügt.
Gesucht wird also eine (sagen wir C1-) Funktion p : I → R auf einem Intervall I -
im Idealfall R oder [t0,∞[-, welche der Dgl. (17.12) genügt und zur Zeit t = t0 den
vorgegebenen (bekannten) Wert

p(t0) = p0 (17.13)

besitzt. Ein derartiges Problem wird Anfangswertproblem (AWP) genannt und
symbolisiert durch

ṗ = r(t, p)p, p(t0) = p0. (17.14)

Jede Lösung p : I → R von (17.14) muss also den Gleichungen ṗ(t) =
r(t, p(t))p(t) ∀t ∈ I sowie der Anfangsbedingung p(t0) = p0 genügen.

(a) Konstante Wachstumsrate

Der einfachste Spezialfall ist derjenige, bei dem r konstant ist, d.h.

r(t, p) = α ∀(t, p) ∈ R × R,

mit α ∈ R. Dann gilt, falls p nirgends verschwindet,

ṗ = αp ⇐⇒ ṗ

p
= α ⇐⇒ d

dt
log |p(t)| = α

⇐⇒ log |p(t)| = αt+ c ⇐⇒ |p(t)| = eαt+c = C1e
αt,
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mit einer Konstanten c ∈ R und C1 := ec.
Da aufgrund der letzten Gleichung p sein Vorzeichen nie ändert, und da p(t0) = p0

gelten muss, erhalten wir für die Lösung des AWP die Formel

p(t) = p0e
α(t−t0) ∀t ∈ R. (17.15)

Offenbar ist sogar p nirgends 0, wenn p nur in einem Punkt t′ nicht verschwindet.
Für p0 = 0 erhalten wir p ≡ 0 als weitere Lösung.
Insbesondere sehen wir, dass für jedes p0 ∈ R das AWP

ṗ = αp, p(t0) = p0

die durch (17.15) gegebene Lösung als eindeutige Lösung besitzt.

Beim Auffinden der Lösung (man spricht auch von der
”
Integration“ der Dgl.) haben

wir die Methode der Separation der Variablen (nämlich p und t) verwendet. Schreibt
man nämlich ṗ

p
= α um in dp

dt
/p = α, oder, formal, indem man mit

”
dt“ multipliziert,

was natürlich keinen unmittelbaren Sinn macht (allerdings durch den
”
Cartanschen

Kalkül der Differentialformen “ gerechtfertigt werden kann), so ergibt sich

1

p
dp = αdt,

wobei nun links nur die Variable p und rechts die Variable t auftritt, die Variablen
also getrennt worden sind. Durch Integration (im unbestimmten Sinne) erhalten wir

∫
1

p
dp =

∫

αdt,

also
log |p| = αt+ c.

Diese Methode lässt sich in einer Reihe von Problemen nutzbringend verwenden.
Allerdings sollte man sich stets vergewissern, dass die damit auf formalem Wege
erhaltenen Lösungsfunktionen tatsächlich Lösungen des AWP sind, und ob damit
auch sämliche Lösungen gefunden worden sind (im obigen Beispiel konnte die Lösung
p ≡ 0 damit nicht gefunden werden!).

Aus (17.15) lesen wir ab, dass p(t) → ∞ für t→ ∞ gilt, falls α > 0 (
”
unbeschränktes

Wachstum“), während lim
t→−∞

p(t) = 0 ist, wenn α < 0 (
”
Aussterben“).

(b) Gleichung des beschränkten Wachstums

Die Annahme eines konstanten Wachstums ist i.d.R. unrealistisch, z.B. wird man
i.a. kein unbeschränktes Wachstum beobachten. Man nimmt daher an, dass eine

”
Grenzpopulation“ pc > 0 existiert, so dass die Wachstumsrate negativ wird, falls
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p > pc ist. Die einfachste Situation dieser Art liegt vor, wenn r eine affin-lineare
Funktion von p ist, d.h.

r(t, p) = β(pc − p),

mit β > 0. Die Wachstumsgleichung lautet dann

ṗ = β(pc − p)p. (17.16)

Das zugehörige AWP lässt sich wieder mit der Methode der Trennung der Variablen
integrieren, und man erhält folgende explizite Lösung:

p(t) =
pcp0

p0 + (pc − p0)e−βpc(t−t0)
, ∀t ∈ R, (17.17)

vergl. [A]. Aus (17.17) liest man ab, dass

p(t) ↑ pc für t→ ∞, falls 0 < p0 < pc,

p(t) ↓ pc für t→ ∞, falls p0 > pc.

Durch Differenzieren der Gleichung (17.16) erhalten wir

p̈ = βpcṗ− 2βpṗ = β(pc − 2p)ṗ,

und nutzen wir erneut (17.16), so folgt

p̈ = β2(pc − 2p)(pc − p)p.

Also ist

p̈ > 0, d.h. p konvex, falls p ∈]0,
pc
2

[∪]pc,∞[,

p̈ < 0, d.h. p konkav, falls p ∈]
pc
2
, pc[.

Somit hat der Graph von p für verschiedene Werte von p0 das in der folgenden Abb.
beschriebene qualitative Verhalten:
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B. Räuber-Beute-Modelle

Wir betrachten nun ein etwas komplizierteres Zweipopulationsmodell, wobei

x(t) die Population der Beutespezies zur Zeit t,

y(t) die Population der Räuberspezies zur Zeit t

bezeichne (z.B. Hasen – Füchse). Für jede Population gelte die Wachstumsgleichung
(17.12), wobei die Wachstumsrate der einen Population von der anderen Population
beeinflusst werde, d.h.

ẋ = r1(t, x, y)x, ẏ = r2(t, x, y)y. (17.18)

Wir erhalten ein System zweier gekoppelter Dgln. (1. Ordnung), die allgemeine
Wachstumsgleichung für ein Zweipopulationsmodell.
Im Modell mit konstanten Wachstumsraten ist

r1(t, x, y) = α− βy, α, β > 0,

r2(t, x, y) = −γ + δx, γ, δ > 0.

Interpretation:

• Wenn keine Räuber vorhanden sind (y = 0), entwickelt sich die Beutepopula-
tion mit konstanter Wachstumsrate α. Die Anwesenheit der Räuber verringert
diese Wachstumsrate, und zwar proportional zur Räuberpopulation.

• Ist keine Beute vorhanden (x = 0), stirbt die Räuberspezies mit der konstanten
Rate γ aus. Die Anwesenheit der Beutespezies verringert die Sterberate, und
zwar proportional zur Beutepopulation.

Damit erhalten wir die Räuber-Beute-Gleichungen (bzw. Volterra-Lotka-Gleichun-
gen)

ẋ = (α− βy)x, (17.19)

ẏ = (δx− γ)y, α, β, γ, δ > 0.

Mit p(t) = (x(t), y(t)) ∈ R2 und

f : R2 → R2, (x, y) 7→ ((α− βy)x, (δx− γ)y)

kann dieses System in der Form

ṗ = f(p) (17.20)

geschrieben werden. Eine Lösung dieser Dgl. ist ein Weg p : I → R2, dessen
Tangentialvektor ṗ(t) im Punkt p(t) durch f(p(t)) gegeben ist. Durch

”
Anheften“
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des Vektors f(p) im Punkt p ∈ R2 erhalten wir sozusagen das Geschwindigkeits-
feld der Dgl. (17.20), d.h. wir interpretieren f als ein Vektorfeld. Eine Lösung von
(17.20) ist dann eine (durch t ∈ I ⊂ R parametrisierte orientierte) Kurve c in R2

derart, dass in jedem Punkt p von c der Vektor f(p) ein Tangentialvektor an c ist.
Im Fall (17.19) gibt es zwei Ruhepunkte, d.h. Punkte p ∈ R2 mit f(p) = 0,
nämlich p0 := (0, 0) und p1 := (γ/δ, α/β). Durch die achsenparallelen Geraden
{x = 0}, {x = γ/δ}, {y = 0} und {y = α/β} wird die (x, y)-Ebene in 9 Teilbereiche
zerlegt, in denen jeweils ẋ und ẏ konstante Vorzeichen besitzen. Damit ergibt sich
für das Richtungsfeld das folgende qualitative Bild:

Die Räuber-Beute-Gleichung (17.20) lässt sich leider nicht explizit integrieren – das
Gleiche trifft übrigens auf die meisten Dgln. , auf die man in der Praxis stößt, zu.
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Dennoch stehen inzwischen eine Vielzahl mathematischer Methoden zur Verfügung,
die es gestatten, Aussagen über die Existenz von Lösungen und deren qualitatives
Verhalten zu machen, bzw. sie der numerischen Behandlung zugänglich zu machen.
Fragen dieser Art stellen übrigens noch immer eine der wichtigsten Triebfedern für
die Entwicklung der Analysis dar.

Wir werden später sehen, dass durch jeden Punkt der Ebene eine eindeutige Lösungs-
kurve geht. Ferner zeigt man in der qualitativen Theorie gew. Dgln. (vgl. [A]), dass
die Lösungskurven das in der folgenden Abbildung angegebene qualitative Verhalten
haben:

Aus diesem Phasenporträt liest man das
”
Langzeitverhalten“ der beiden Popula-

tionen ab, wobei uns natürlich nur die Lösungskurven im 1. Quadranten interessie-
ren, da es keine negativen Populationen gibt.

• Für jeden Anfangszustand (x0, y0) ∈]0,∞[2 mit (x0, y0) 6= p1 liegt die Lösungs-
kurve des AWP

ṗ = f(p), p(t0) = (x0, y0)

auf einer geschlossenen Kurve um den Ruhepunkt p1. Man kann beweisen,
dass eine solche Lösung für alle Zeiten existiert, d.h. I = R, und periodisch
ist, d.h. p(t + τ) = p(t) für ein geeignetes τ > 0 und alle t ∈ R. Die Popula-
tionen x(t) und y(t) führen also periodische

”
Schwingungen“ aus, die überdies

”
gegenläufig“ sind. Man kann beweisen, dass dieses Verhalten zudem stabil ist

gegenüber kleinen Änderungen des Anfangswertes (x0, y0).
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• Ist x0 = 0, d.h. ist anfangs keine Beutespezies vorhanden, so stirbt die Räuber-
population aus, d.h. y(t) → 0 für t→ ∞.

• Ist keine Räuberspezies vorhanden (y0 = 0), so wächst die Beutepopulation
unbegrenzt (x(t) → ∞ für t → ∞). In diesen Fällen geht das Modell in das
Einpopulationsmodell (17.14) mit konstanter Wachstumsrate über.

Im Gegensatz zum 1. Fall ist dieses Verhalten jedoch instabil.

18 Einige Elementare Integrationsmethoden

Da es bei der Behandlung gewisser Klassen partieller Dgln., insbesondere sogenann-
ter Evolutionsgleichungen, wie beispielsweise der Wärmeleitungsgleichung, nützlich
ist, gew. Dgln. auch in unendlich-dimensionalen Räumen zu betrachten, bezeichne
im folgenden E = (E, ‖ · ‖) einen beliebigen Banachraum über K = R oder K = C;
in den meisten Fällen wird dabei E = Km gelten.
Seien D ⊂ E offen, I ⊂ R ein offenes Intervall sowie (t0, x0) ∈ I × D und f ∈
C(I ×D,E) ein stetiges,

”
zeitabhängiges Vektorfeld“ in D.

Wir betrachten das Anfangswertproblem

(AWP )(t0,x0)

ẋ = f(t, x) ,
x(t0) = x0 .

Eine Funktion u : J → D heiße Lösung von (AWP)(t0 ,x0), falls gilt:

(i) J ⊂ I ist ein Intervall positiver Länge (d.h. J0 ist dicht in J) mit t0 ∈ J ;

(ii) u ∈ C1(J,D);

(iii) u̇(t) = f(t, u(t)) ∀t ∈ J ,

(iv) u(t0) = x0.

Erfüllt die Funktion u : J → D lediglich (i) – (iii), so heiße u Lösung der Dgl.
ẋ = f(t, x).
Ist ũ : J̃ → D eine weitere Lösung von (AWP)(t0,x0), so heißt ũ eine Fortsetzung

von u, falls J ⊂ J̃ und ũ|J = u, d.h. graph u ⊂ graph ũ.Wir schreiben dann auch
u ⊂ ũ. Besitzt u keine echte Fortsetzung, so heißt u eine nicht fortsetzbare oder
maximale Lösung und J ein maximales Existenzintervall für (AWP)(t0,x0). Gilt
J = I, so heißt die (offenbar nicht fortsetzbare) Lösung u global.
Eine Lösung u : J → D von ẋ = f(t, x) ist offenbar ein (parametrisierter ) C1-Weg
in D, dessen Tangentialvektor zur Zeit t im Punkte u(t) durch f(t, u(t)) gegeben
ist. Den Graphen

Γ := graph (u) := {(t, u(t)) : t ∈ J} ⊂ R × E
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nennt man eine Integralkurve der Dgln. ẋ = f(t, x) (da strenggenommen die
Funktion u durch Γ definiert ist, ist im Grunde Γ = u; in der Literatur wird oft-
mals entsprechend u selbst als Integralkurve bezeichnet). Wird Γ durch ψ : t 7→
(t, u(t)), t ∈ J , parametrisiert, so ist der Tangentialvektor an ψ im Punkte (t, u(t))
durch (1, f(ψ(t)) = (1, f(t, u(t))) gegeben.

Der Spezialfall E = R: In diesem Fall lassen sich die Integralkurven besonders

gut veranschaulichen, denn die differenzierbare Funktion x : J → D löst ja die Dgl.
ẋ = f(t, x) genau dann, wenn gilt

dx

dt
(t) = f(t, x(t)) ∀t ∈ J.

Dies gestattet eine einfache geometrische Interpretation. Geht eine Integralkurve
(t, x(t)) durch den Punkt (t0, x0) ∈ I ×D, d.h. ist x(t0) = x0, so beträgt ihre Tan-
gentensteigung an dieser Stelle dx

dt
(t0) = f(t0, x0). Durch unsere Differentialgleichung

wird also die Steigung der durch den Punkt (t0, x0) gehenden Lösungskurve vorge-
schrieben, und diese Betrachtung gilt für jeden Punkt (t0, x0) ∈ I ×D. Man macht
daher folgende Definition:
Jedes Tripel (t, x, f(t, x)) heißt Linienelement unserer Dgl., und die Menge

{(t, x, f(t, x)) : (t, x) ∈ I ×D}

aller Linienelemente das Richtungsfeld der Dgl. ẋ = f(t, x). Geometrisch interpre-
tiert man ein Linienelement wir folgt:

Jedem Linienelement können wir eindeutig die Gerade zuordnen, die durch den
Punkt (t, x) läuft und deren Steigung durch f(t, x) gegeben ist.
Diese Gerade deutet man graphisch dadurch an, das man eine kleines Geradenseg-
ment dieser Geraden skizziert, welches durch den Punkt (t, x) geht. Führt man dies
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für eine ausreichende Anzahl solcher Punkte (t, x) ∈ I ×D durch, so kann man sich
eine grobe Idee vom Richtungsfeld verschaffen, und indem man dann einige Inte-
gralkurven einzeichnet (d.h. Kurven, die

”
auf das Richtungsfeld passen“), so erhält

man eine qualitative Vorstellung vom Verhalten der Lösungen der Dgl..

Abb. 2: Richtungsfeld und Integralkurven)

18.1 Separation der Variablen

Sei E = R, f(t, x) = g(t)h(x), mit g ∈ C(I,R), h ∈ C(D,R). Das AWP für die
Dgl. 1. Ordnung mit getrennten Variablen lautet

ẋ = g(t)h(x), x(t0) = x0. (18.1)

Sei nun x : J → D eine Lösung von (18.1), mit h(x(t)) 6= 0 ∀t ∈ J . Durch Division
mit h(x(t)) und Integration von t0 bis t ∈ J erhalten wir mittels Substitution

∫ t

t0

g(τ)dτ =

∫ t

t0

1

h(x(τ))
ẋ(τ)dτ =

∫ x(t)

x0

dξ

h(ξ)
. (18.2)

Der folgende
”
Satz über die Separation der Variablen“ besagt nun, dass um-

gekehrt aus der Gleichung

H(x) :=

∫ x

x0

dξ

h(ξ)
=

∫ t

t0

g(τ)dτ (18.3)
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durch Auflösen nach x eine Lösung von (18.1) bestimmt werden kann.

Satz 18.1. (a) Ist h(x0) = 0, so ist x(t) = x0, ∀t ∈ I, eine globale Lösung von
(18.1).
(b) Ist h(x0) 6= 0, so existiert ein offenes Intervall J ⊂ I um t0 derart, dass (18.1)
auf J genau eine Lösung besitzt (

”
lokale Existenz und Eindeutigkeit“). Sie kann aus

(18.3) durch Auflösen nach x gewonnen werden.

Beweis.
(a) ist trivial.
(b) Setze G(t) :=

∫ t

t0
g(τ)dτ, t ∈ I. Dann ist G ∈ C1(I,R). Sei U das maximale

Intervall in D mit x0 ∈ U und h(ξ) 6= 0 ∀ξ ∈ U . Dann ist U offen in R. Für x ∈ U
setze

H(x) :=

∫ x

x0

dξ

h(ξ)
.

Dann ist H ∈ C1(U,R), H(x0) = 0 und H ′ = 1/h. Folglich ist H ein C1-
Diffeomorphismus H : U → V von U auf ein offenes Intervall V ⊂ R mit
H(x0) = 0 ∈ V . Da G(t0) = 0 ∈ V ist, ist somit W := G−1(V ) eine offene Um-
gebung von t0. Sei J das größte offene Intervall um t0 mit J ⊂ W . Die Gleichung
(18.3) lautet nun H(x) = G(t), und für t ∈ J ist dies äquivalent zu

x(t) = H−1(G(t)), t ∈ J.

Folglich gilt: x ∈ C1(J,R), x(t0) = x0. Durch Differentiation der impliziten Glei-
chung H(x(t)) = G(t) erhalten wir

ẋ(t) =
Ġ(t)

H ′(x(t))
= g(t)h(x(t)) ∀t ∈ J,

d.h. x := H−1 ◦G : J → D löst das AWP (18.1).
Ist x̃ ∈ C1(J̃ , D) eine weitere Lösung von (18.1) mit h(x̃(t)) 6= 0 ∀t ∈ J̃ , so gilt
x̃(J̃) ⊂ U , da x̃(J̃) eine zusammenhängende Teilmenge von D ist, welche x0 enthält.
Wegen (18.2) gilt dann

H(x̃(t)) = G(t) ∀t ∈ J̃ ,

also insbesondere G(J̃) = H(x̃(J̃)) ⊂ V. Damit ist J̃ ⊂W, folglich J̃ ⊂ J. Es folgt

x̃(t) = H−1 ◦G(t) = x(t) ∀t ∈ J̃ .

Dies zeigt, dass x ⊃ x̃.

Sie schließlich x̃ eine beliebige Lösung mit x̃(t0) = x0. Dann ist h(x̃(t)) 6= 0 für t
nahe t0, also x̃ = x nahe t0. Sei K =]a, b[ das größte offene Intervall in J̃ mit t0 ∈ K
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und h(x̃(t)) 6= 0 ∀t ∈ K. Dann ist offenbar K ⊂ J und x̃|K = x|K , insbesondere
K ⊂ J ∩ J̃ . Wir zeigen, dass sogar Gleichheit gilt, d.h. J ∩ J̃ = K, und somit
x|J∩J̃ = x̃|J∩J̃ . Falls J̃ = J ist, so folgt daraus insbesondere, dass x̃ = x, womit dann
auch die lokale Eindeutigkeit der Lösung nachgewiesen wäre.

Wir führen einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dassK echt in J∩J̃ enthalten
ist. Dann muß wenigstens einer der Endpunkte a oder b von K im Intervall J ∩ J̃
liegen, sagen wir z.B. b. Dies liefert einen Widerspruch, da aufgrund der Definition
von K einerseits dann h(x̃(b)) = 0 gelten müßte, und andererseits h(x̃(b)) 6= 0, da
ja b ∈ J.

Q.E.D.

Beispiele.

(a) ẋ = 1 + x2, x(t0) = x0, I = D = R; hier ist g ≡ 1, h(x) = 1 + x2 6= 0 ∀x ∈ R.

Nach Satz 1.4 existiert für jedes (t0, x0) eine eindeutige Lösung, die aus

∫ x

x0

dξ

1 + ξ2
=

∫ t

t0

dτ

durch Auflösen nach x gewonnen werden kann. Es folgt

x(t) = tan(t− α) für t ∈]α − π

2
, α +

π

2
[=: J(t0, x0),

mit α = α(t0, x0) := t0 − arctanx0.
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• Die Lösung ist maximal, aber nicht global (obwohl 1 + x2 polynomial ist).

• Durch jeden Punkt (t0, x0) läuft genau eine Integralkurve; alle Integralkurven
laufen von −∞ nach +∞ (

”
von Rand zu Rand“).

(b) ẋ = f(x) mit f(x) = sign x
√

|x|, x ∈ R,

• f ungerade ⇒ mit x(t) ist auch −x(t) Lösung der Dgl.

• x ≡ 0 ist Lösung der Dgl.

Betrachte das

AWP ẋ = f(x), x(t0) = x0.

Ist x0 > 0, so erhält man nach Satz 18.1 eine lokal eindeutige Lösung durch Auflösen
nach x von ∫ x

x0

dξ√
ξ

=

∫ t

t0

dτ :

Es gilt hier H(x) = 2
√
x − 2

√
x0 = t − t0, wonach notwendigerweise 0 ≤ √

x =√
x0 + t−t0

2
gilt, d.h. t ≥ t0 − 2

√
x0, und dann folgt

(∗) x(t) = (
√
x0 + t−t0

2
)2 = (t− τ0)

2/4, für t > t0 − 2
√
x0 =: τ0

(da für t = τ0 offenbar
√

x(t) = 0 ist, und somit Satz 18.1 nicht mehr anwendbar
ist).

Beachte: Für t < τ0 ist (∗) keine Lösung !

Diese Lösung ist nach links durch 0 fortsetzbar zu der globalen Lösung

x̃(t) :=

{
(t−τ0)2

4
für t ≥ τ0,

0 für t < τ0
,

da lim
tցτ0

x(t) = lim
tցτ0

ẋ(t) = 0.
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Ist x0 < 0, so erhält man aufgrund der Symmetrie von f ebenfalls genau eine nicht
fortsetzbare Lösung des AWP, nämlich durch Spiegelung an der t-Achse:

x̃(t) :=

{

− (t−τ0)2

4
für t ≥ τ0,

0 für t < τ0
,

wobei hier τ0 := t0 − 2
√

(−x0) = t0 − 2
√

|x0| zu setzen ist.

Das AWP hat also für jedes x0 6= 0 eine globale Lösung, und man sieht sofort, dass
diese eindeutig ist.
Dagegen besitzt es für jedes t0 und x0 = 0 die unendlich vielen verschiedenen Lösun-
gen

xα(t) :=

{

± (t−α)2

4
für t ≥ α ,

0 für t < α

wobei α eine beliebige reelle Zahl α ≥ t0 ist, sowie die triviale Lösung x ≡ 0.

Die Mehrdeutigkeit taucht im Punkte x0 = 0 auf, der einzigen Stelle, an der f nicht
differenzierbar ist, ja, nicht einmal Lipschitz-stetig ist!

Wir werden später sehen, dass für Lipschitz-stetige f das AWP stets eindeutig lösbar
ist.

18.2 Variablentransformation

Eine wichtige Technik zur Integration von Dgln. ist die Einführung neuer
abhängiger Variablen. Wir wollen diese hier nur an einem Beispiel erläutern und
für die allgemeine Diskussion auf [A] verweisen.

Beispiel. Seien D =]0,∞[ oder D =] − ∞, 0[, und f ∈ C(D,R). Dann heißt eine
Dgl. der Form

ẋ = f
(x

t

)

, t ∈ I =]0,∞[, (18.4)
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Euler-homogene Dgl. Ist nämlich x(t) eine Lösung, so rechnet man leicht nach,
dass auch die “skalierte” Funktion z(t) := x(rt)/r für jedes reelle r 6= 0 ebenfalls
eine Lösung der Differentialgleichung ist.

Es liegt hier nahe, y = x
t

als neue unabhängige Variable einzuführen. Genauer:
Für (t, x) ∈ I×D sei tϕ(x) = ϕ(t, x) := x

t
. Dann ist für jedes t ∈ I die Abbildung

tϕ : D → Mt := 1
t
D ein C1-Diffeomorphismus, und ist x eine Lösung von (1.29), so

erfüllt
y(t) := tϕ(x(t)) = x(t)

t
die Dgl.

ẏ(t) = − 1

t2
x(t) +

ẋ(t)

t
= −y

t
+
f(y)

t
=
f(y) − y

t
,

und umgekehrt. Damit haben wir das Integrationsproblem für (1.29) auf ein Problem
mit getrennten Variablen zurückgeführt, welches wir bereits behandelt haben.

19 Existenz, Eindeutigkeits- und Abhängig-

keitssätze

Da es, wie bereits gesagt, nur sehr selten möglich ist, exakte Lösungen einer Dgl. auf-
zufinden, wollen wir uns nun der Theorie zuwenden, und Fragen nach der Existenz
und der Eindeutigkeit von Lösungen gew. Dgln. sowie zur stetigen bzw. differenzier-
baren Abhängigkeit der Lösungen von den Anfangswerten behandeln.

19.1 Reduktion einer Gleichung n-ter Ordnung auf ein Sy-

stem von Gleichungen 1-ter Ordnung

SeienD ⊂ Rn offen und J ⊂ R ein offenes Intervall, sowie g ∈ C(J×D,R). Betrachte
die Dgl. n-ter Ordnung in expliziter Form

x(n) = g(t, x, ẋ, . . . , x(n−1)). (19.1)

Eine Funktion u : I → R heiße Lösung von (19.1), wenn gilt:

(i) u ∈ Cn(I,R), I ein perfektes Intervall in J .

(ii) (u(t), u̇(t), . . . , u(n−1)(t)) ∈ D ∀t ∈ I,

(iii) u(n)(t) = g(t, u(t), . . . , u(n−1)(t)) ∀t ∈ I.

Es ist für die Theorie äußerst wichtig, dass die Dgl. (19.1) äquivalent ist zu einem
System 1. Ordnung in expliziter Form, d.h. zu einer Dgl. der Gestalt
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ẏ = f(t, y), f ∈ C(J ×D,Rn), (19.2)

nämlich zum System







ẏ1 = y2,
ẏ2 = y3,

...
ẏn−1 = yn,
ẏn = g(t, y1, . . . , yn).

(19.3)

Es ist also y := (y1, . . . , yn) ∈ Rn, und

f(t, y1, . . . , yn) := (y2, y3, . . . , yn, g(t, y1, y2, . . . , yn)).

Die Behauptung folgt unmittelbar, indem man einer Lösung x(t) von (19.1) die
Lösung y(t) von (19.3) mit

y1(t) := x(t), y2(t) := ẋ(t), . . . , yn(t) = x(n−1)(t)

zuordnet, und umgekehrt einer Lösung y(t) von (19.3) die Lösung x(t) := y1(t) von
(19.1).

19.2 Lösungen als Fixpunkte

Wir wollen hier zeigen, dass sich (lokale) Lösungen von (19.2) als Lösungen eines
Fixpunktproblems darstellen lassen. Dazu sei im folgenden stets

J ⊂ R ein offenes Intervall, E ein beliebiger Banachraum (über
K = R oder C), D ⊂ E offen und f ∈ C(J ×D,E).

Mit ‖ · ‖ bezeichnen wir die Norm auf E.
Für die meisten praktischen Anwendungen wird E = Rn sein, z.B. im Falle von
(19.2). Wir wollen Lösungen des AWP

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0 (19.4)

studieren, wobei (t0, x0) ∈ J ×D fest vorgegeben sei.

Lemma 19.1. Sei Ju ein Teilintervall positiver Länge von J und u : Ju → D eine
Funktion. Dann ist u genau dann eine Lösung des AWP (19.4), wenn gilt:

u ∈ C(Ju, D),

und

u(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, u(s))ds ∀t ∈ Ju. (19.5)
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Beweis. Dies folgt unmittelbar aus dem Fundamentalsatz der Differential- und In-
tegralrechnung, welcher auch für Banachraum-wertige Integrale gültig ist (vergl.
Analysis II)

Q.E.D.

Die Tatsache, dass die Dgl. (19.4) äquivalent zur Integralgleichung (19.5) ist,
wird für unsere theoretischen Betrachtungen von fundamentaler Bedeutung sein.
Definieren wir nämlich (zunächst rein formal) einen

”
Operator“ T auf geeigneten

stetigen Funktionen u durch

(Tu)(t) := x0 +

∫ t

t0

f(s, u(s))ds,

so besagt (19.5), dass Lösungen u des AWP (19.4) gerade Fixpunkte von T sind,
d.h. Tu = u. Damit können wir versuchen, geeignete Fixpunktsätze (oder zumindest
deren Beweisideen) ins Spiel zu bringen. Dazu müssen wir zunächst einen geeigneten
Definitionsbereich für T finden, welcher natürlich invariant unter T sein muss.
Wir wählen dazu Konstanten a, b > 0 fest so, dass

[t0 − a, t0 + a] ⊂ J und Bb(x0) ⊂ D,

wobei Bb(x0) := {x ∈ E : ‖x − x0‖ < b} die offene Kugel mit Radius b und
Mittelpunkt x0 bezeichne, und Bb(x0) ihren Abschluss. R bezeichne den Zylinder

R := [t0 − a, t0 + a] × Bb(x0). (19.6)

Ist K ein Kompaktum, so werden wir den Raum C(K,E) stets mit der Supre-
mumsnorm

‖u‖∞ := sup
t∈K

‖u(t)‖, u ∈ C(K,E),

versehen. Damit wird C(K,E) bekanntlich zu einem Banachraum. Teilmengen von
C(K,E) werden im folgenden stets als metrische Räume betrachtet, versehen mit
der induzierten Metrik

d(u, v) := ‖u− v‖∞.
Man ist nun versucht, T auf dem metrischen Teilraum F̃ := C([t0−a, t0 +a], Bb(x0))
von C([t0−a, t0 +a], E) zu definieren. Leider wird F̃ allerdings i.a. nicht T -invariant
sein. Dazu müsste nämlich gelten:

‖(Tu)(t) − x0‖ ≤ b,

d.h.

‖
∫ t

t0

f(s, u(s))ds‖ ≤ b ∀t ∈ [t0 − a, t0 + a],
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was i.a. falsch sein wird. Durch Verkleinern des t-Intervalls lässt sich diese Unglei-
chung i.a. allerdings leicht herstellen.
Wir setzen dazu

M := sup
(t,x)∈R

‖f(t, x)‖, (19.7)

α := min(a, b/M),

wobei b/M = ∞ sei, falls M = 0 ist. Dabei setzen wir im folgenden stets voraus,
dass

M <∞
ist. Ist dimE <∞, so gilt dies automatisch, da R kompakt und f stetig ist.
Sei

Fα := C([t0 − α, t0 + α], Bb(x0)).

Lemma 19.2. Die Menge Fα ist im Banachschen Raum C([t− α, t0 + α], E) abge-
schlossen, und es gilt T (Fα) ⊂ Fα.

Beweis. Die Abgeschlossenheit von Fα ist klar, da Fα = {f ∈ C([t−α, t0 +α], E) :
‖f − x0‖∞ ≤ b} (hierin wird x0 als die konstante Funktion t 7→ x0 aufgefasst).
Ferner gilt nach der Minkowskischen Ungleichung für vektorwertige Integrale für
u ∈ Fα

‖
∫ t

t0

f(s, u(s))ds‖ ≤
∣
∣
∣
∣

∫ t

t0

‖f(s, u(s))‖ds
∣
∣
∣
∣

≤M |t− t0| ≤ Mα ≤ b ∀t ∈ [t0 − α, t0 + α].

Somit ist Fα invariant unter T .

Q.E.D.

19.3 Die Sätze von Picard-Lindelöf und Cauchy-Peano

Wir beweisen nun den folgenden lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz, indem wir
direkt das Iterationsverfahren des Banachschen Fixpunktsatzes anwenden. Der Satz
läßt sich mit kleinen Tricks übrigens auch direkt aus dem Banachschen Fixpunktsatz
herleiten (vergl. [M]).

Theorem 19.3 (Satz von Picard & Lindelöf). Seien f ∈ C(J ×D,E), R,M, α
wie in (19.6),(19.7), wobei E unendlich dimensional sein kann. Erfüllt f auf R
bezüglich der Variablen x ∈ E gleichmäßig eine Lipschitz-Bedingung

‖f(t, x) − f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖, ∀ (t, x), (t, y) ∈ R, (19.8)

mit einer Lipschitzkonstanten L ≥ 0, so gibt es genau eine Lösung des AWP (19.4)
auf [t0 − α, t0 + α]. Diese nimmt ihre Werte in Bb(x0) an.
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Beweis. Nach Lemma 19.2 ist der metrische Teilraum Fα von C([t− α, t0 + α], E),
versehen mit der Metrik d(u, v) := ‖u− v‖∞, vollständig und invariant unter T .
Wir setzen nun u0(t) := x0, und definieren rekursiv die Funktionen un, n ∈ N, durch

un+1(t) := (Tun)(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, un(s)) ds. (19.9)

Nach Lemma 19.2 gilt dann un ∈ Fα für jedes n ∈ N. Ferner zeigt man per vollständi-
ger Induktion nach n, dass

‖un+1(t) − un(t)‖ ≤ MLn|t− t0|n+1

(n+ 1)!
∀t ∈ [t0 − α, t0 + α] (19.10)

gilt. Für n = 0 ist dies klar, da

‖u1(t) − u0(t)‖ = ‖
∫ t

t0

f(s, x0) ds‖ ≤ M |t− t0|.

Und, gilt (19.10) für ein n ∈ N, so folgt für n+ 1 anstelle von n:

‖un+2(t) − un+1(t)‖ = ‖
∫ t

t0

(

f(s, un+1(s)) − f(s, un(s))
)

ds‖

≤
∣
∣
∣

∫ t

t0

L‖un+1(s) − un(s)‖ ds
∣
∣
∣

≤
∣
∣
∣

∫ t

t0

L
MLn|s− t0|n+1

(n+ 1)!
ds
∣
∣
∣

= MLn+1 |t− t0|n+2

(n+ 2)!
.

Somit gilt

∞∑

n=0

sup
t∈[t0−α,t0+α]

‖un+1(t) − un(t)‖ ≤ M

∞∑

n=0

Lnαn+1

(n+ 1)!

≤ M

L
(eLα − 1) <∞

(falls o.B.d.A L > 0; für L = 0 ist die linke Seite beschränkt durch Mα), d.h. die
Reihe

∑∞
n=0(un+1 − un) konvergiert gleichmäßig gegen eine stetige Funktion.

Wegen
∑N

n=0(un+1 − un) = uN+1 − x0 konvergiert somit die Folge {un}n in
Fα gleichmäßig gegen eine stetige Grenzfunktion u ∈ Fα. Wegen der Lipschitz-
Eigenschaft von f gilt dann

‖
∫ t

t0

f(s, u(s)) ds−
∫ t

t0

f(s, un(s)) ds‖ ≤
∣
∣
∣

∫ t

t0

L‖u(s) − un(s)‖ ds
∣
∣
∣.
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Hieraus folgt limn→∞
∫ t

t0
f(s, un(s)) ds =

∫ t

t0
f(s, u(s)) ds, und mit zusammen mit

(19.9) sehen wir, dass u die Fixpunktgleichung u = Tu erfüllt, d.h. u löst das AWP
(19.4).
Um die Eindeutigkeit der Lösung nachzuweisen, sei v eine weitere Lösung. Dann
zeigt man ähnlich wie oben per vollständiger Induktion (Übung), dass

‖un(t) − v(t)‖ ≤MLn|t− t0|n+1/(n+ 1)!

Für n→ ∞ folgt hieraus u(t) = v(t). Q.E.D.

Bemerkung. Die Lipschitz-Bedingung (19.8) ist für die Eindeutigkeitsaussage in
Theorem 19.3 von entscheidender Bedeutung. Ohne sie kann die Eindeutigkeit der
Lösung des AWP verlorengehen, wie wir am Beispiel

ẋ = f(x), f(x) = sign x
√

|x|

gesehen hatten.

Auch wenn f zwar stetig, aber nicht Lipschitz-stetig ist, existieren stets Lösungen,
wie der folgende Satz von Cauchy und Peano zeigt.

Theorem 19.4 (Existenzsatz von Cauchy & Peano). Seien f ∈ C(J ×D,E),
und R,M, α wie in (19.6), (19.7), und sei dimE <∞. Dann besitzt das AWP

(19.4) ẋ = f(t, x), x(t0) = x0

mindestens eine Lösung u auf [t0 − α, t0 + α], mit Werten in B(x0, b).

Bemerkung. Das Analogon dieses Satzes für den Fall eines unendlich dimensionalen
Raumes E ist i.a. falsch. Siehe dazu [D].

Dieser Satz läßt sich schnell aus dem Schauderschen Fixpunktsatz (siehe [F], [D])
und dem Satz von Arzela-Ascoli, welcher kompakte Teilmengen in Räumen stetiger
Funktionen charakterisiert, herleiten (siehe dazu [A],[M]). Ein alternativer Beweis
beruht auf dem Eulerschen Polygonzugverfahren, welches wie folgt aussieht:

Da f |R gleichmäßig stetig ist, existiert zu ε > 0 ein δ > 0 mit

(∗) ‖f(s, x) − f(t, y)‖ ≤ ε ∀(s, x), (t, y) ∈ R mit |s− t| < δ und ‖x− y‖ ≤ δ.

Man zerlegt nun das Intervall [t0 − α, t0 + α] in Teilintervalle

t0 − α =: t−n < t−n+1 < . . . < t−1 < t0 < t1 < . . . < tn := t0 + α

so, dass
max

i=−n+1,...,n
|ti−1 − ti| ≤ min(δ, δ/M).
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Dann definieren wir induktiv nach i > 0, bzw. i < 0, ausgehend für i = 0 vom Punkt
t0 und uε(t0) := x0, den sogenannten Eulerschen Polygonzug uε durch

uε(t) :=

{
uε(ti) + (t− ti)f(ti, uε(ti)), für i ≥ 0,
uε(ti+1) + (t− ti+1)f(ti+1, uε(ti+1)) für i < 0,

falls ti ≤ t ≤ ti+1.

Man sieht sofort, dass uε damit auf ganz [t0 − α, t0 + α] definiert ist und

uε ∈ C([t0 − α, t0 + α], Bb(x0))

sowie ‖uε(s)−uε(t)‖ ≤M |t−s| ∀s, t ∈ [t0 −α, t0 +α] gilt. Ferner ist offensichtlich

u̇ε(t) = f(ti, uε(ti))

für t ∈ [ti, ti+1] ∩ [t0,∞[ bzw. t ∈ [ti−1, ti]∩] −∞, t0[, und

‖uε(t) − uε(ti)‖ ≤ δ

für t ∈ [ti, ti+1] ∩ [t0,∞[ bzw. t ∈ [ti−1, ti]∩ ] −∞, t0]. Es folgt mit (∗)
‖u̇ε(t) − f(t, uε(t))‖ = ‖f(ti, uε(ti)) − f(t, uε(t))‖ ≤ ε

für t ∈ [ti, ti+1] ∩ [t0,∞[ bzw. t ∈ [ti−1, ti]∩] −∞, t0].

Somit ist uε eine ”ε-Näherungslösung” des AWP. Mit Hilfe des Satzes von Arzela-
Ascoli kann man beweisen, dass zumindest eine Teilfolge {uεj

}j für j → ∞ gegen
eine exakte Lösung konvergiert.

Vollständige Beweise findet man z.B. in [A],[M].
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19.4 Die Gronwallsche Ungleichung

Bei vielen Fragen der stetigen Abhängigkeit von Lösungen gewöhnlicher Dgln. von
Anfangswerten, Parametern etc. spielt folgende Ungleichung eine fundamentale Rol-
le:

Lemma 19.5 (Gronwallsche Ungleichung). Seien J ein Intervall in R, t0 ∈ J
und β, u ∈ C(J,R≥0) sowie A ∈ R≥0 := [0,∞[. Gilt

u(t) ≤ A +
∣
∣
∣

∫ t

t0

β(s)u(s) ds
∣
∣
∣ ∀t ∈ J, (19.11)

so folgt

u(t) ≤ Ae
|
R t

t0
β(s)ds| ∀t ∈ J. (19.12)

Beachte: Ist t > t0, so können die Betragsstriche fortgelassen werden.

Beweis. Wir betrachten zunächst den Fall t ≥ t0, und nehmen wir zuerst an, dass
A > 0. Es bezeichne dann h die Hilfsfunktion

h(t) := A+

∫ t

t0

β(s)u(s) ds,

also die rechte Seite von (19.11). Für t ≥ t0 ist dann h(t) > 0, und es gilt

h′(t) = β(t)u(t) ≤ β(t)h(t),

d.h.
h′(t)/h(t) ≤ β(t).

Integration nach t liefert

log(h(t)) − log(A) ≤
∫ t

t0

β(s)ds,

also
u(t) ≤ h(t) ≤ Ae

R t

t0
β(s)ds

.

Ist A = 0, so gilt (19.12) nach dem bereits Bewiesenen, wenn wir A durch ε > 0
ersetzen, und ε gegen 0 streben lassen. Damit folgt (3.9) für den Fall t > t0.

Der Fall t < t0 lässt sich auf den Fall t > t0 zurückführen, indem jede der Funktionen
f = β, u durch die an t0 gespiegelte Funktion f̃(t) := f(2t0 − t) ersetzt wird.

Q.E.D.
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19.5 Vektorfelder und dynamische Systeme

Seien nun wieder D eine offene Teilmenge des Banachraumes E, wobei wir hier vor-
aussetzen wollen, dass E endlich dimensional ist. Ferner sei f ∈ C1(D,E). Geome-
trisch kann man f als ein zeitunabhängiges (man sagt auch autonomes) Vektorfeld
interpretieren.

Definition. Unter einem lokalen Fluss der Klasse Cp , p ∈ N, für f bei x0 ∈ D
versteht man eine Cp- Abbildung

v : J × V → D,

wobei J ein symmetrisches Intervall der Gestalt J = Ia :=] − a, a[ ist mit a > 0
oder a = ∞, V eine offene Umgebung von x0 in D, und wobei für jedes ξ ∈ V die
Funktion

t 7→ v(t, ξ)

eine stetig differenzierbare Lösung des Anfangswertproblems

ẋ(t) = f(x(t)), x(0) = ξ, ∀t ∈ J (19.13)

auf ganz J ist. Flüsse der Klasse C0 wollen wir auch als stetige Flüsse bezeichnen.
Geometisch betrachtet ist also für jedes ξ ∈ V die Kurve J ∋ t 7→ (t, v(t, ξ)) eine
Integralkurve des Vektorfeldes, welche zum Zeitpunkt t = 0 beim Anfangspunkt
ξ ∈ V startet.

Schreibt man suggestiv
Φt(ξ) := v(t, ξ),

so kann man sich vorstellen, dass der Punkt Φt(ξ) für festes ξ mit der Zeit t entlang
einer Integralkurve

”
fließt“ und die Abbildung Φt : V → D, für festes t ∈ J ,

beschreibt die Veränderung der Anfangszustände ξ nach der Zeit t:

Man kann nun leicht die folgenden
”
lokalen Halbgruppeneigenschaften“ lokaler

Flüsse nachweisen (Übung):
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(F1) Φ0 = idV

(F2) Sind s, t ∈ J und ξ ∈ V so, dass t+ s ∈ J und Φs(ξ) ∈ V ist, so gilt:

Φt(Φs(ξ)) = Φt+s(ξ)

Eine Familie {Φt}t von Abbildungen mit diesen Eigenschaften nennt man auch ein
dynamisches System: siehe z.B. [A].

Das folgende Theorem garantiert die Existenz stetiger lokaler Flüsse; insbesondere
weist es die stetige Anhängigkeit der Lösung von (19.13) vom Anfangswert ξ nach.

Theorem 19.6. Sei f ∈ C1(D,E).
(i) Dann gibt es zu jedem x0 ∈ D eine Lösungskurve u : Ju → D bei x0, d.h. eine
Lösung des Anfangswertproblems ẋ(t) = f(x(t)), t ∈ Ju und x(0) = x0.
(ii) Je zwei solcher Lösungskurven stimmen auf dem Durchschnitt ihrer Definitions-
intervalle überein.
(iii) Ferner gibt es zu jedem x0 in D einen stetigen lokalen Fluss v ∈ C(J × V,D)
zu f bei x0.

Der Beweis nutzt u.a. folgenden Hilfssatz

Lemma 19.7. Ist f ∈ C1(D,E), und ist dimE < ∞, so ist f lokal Lipschitz-
stetig, d.h. es gibt zu jedem Punkt x0 ∈ D eine offene Umgebung U in D sowie eine
Konstante L ≥ 0 so, dass

‖f(x) − f(y)‖ ≤ L‖x− y‖ ∀x, y ∈ U.

Beweis. Wähle zu x0 ∈ D einen Radius r > 0 so, dass Br(x0) ⊂ D. Nach dem
verallgemeinerten Mittelwertsatz gilt dann für alle x, y ∈ U := Br(x0) :

‖f(x) − f(y)‖ ≤ L‖x− y‖,
mit L := sup{‖f ′(z)‖ : z ∈ Br(x0)}. Da f ′ stetig und Br(x0) kompakt sind, ist L
endlich und das Lemma damit bewiesen. Q.E.D.
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Beweis von Theorem 19.6. Die Aussage (i) folgt aufgrund von Lemma 19.7
unmittelbar aus dem Satz von Picard & Lindelöf.

Um (ii) zu beweisen nehmen wir an, dass u1, u2 : J → D zwei Lösungen des An-
fangswertproblems aus (i) sind. Sei dann I := {t ∈ J : u1(t) = u2(t)}. Dann ist
I 6= ∅, da 0 ∈ I. Ferner ist I abgeschlossen in J , da u1 und u2 stetig sind. Schließlich
zeigt aber der Satz von Picard &Lindelöf, dass I auch offen in J ist. Da das Intervall
J zusammenhängend ist, ist folglich I = J , d.h. u1 = u2.

Es bleibt (iii) zu zeigen. Dazu dürfen wir nach Lemma 19.7 o.B.d.A. annehmen,
dass f Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante L (gegebenenfalls muss dazu D
verkleinert werden). Ferner dürfen wir annehmen, dass M := ‖f‖∞ <∞ ist.
Wähle dann b > 0 so, dass B2b(x0) ⊂ D ist, und setze a := b/M. Dann ist für jedes
ξ ∈ Bb(x0) die kompakte Kugel Bb(ξ) in D enthalten, und nach dem Satz von Picard
& Lindelöf existiert zu jedem ξ ∈ Bb(x0) auf dem Intervall J := Ia eine eindeutige
Lösung

t 7→ Φt(ξ), t ∈ J (19.14)

des Anfangswertproblems ẋ(t) = f(x(t)) und x(0) = ξ. Das nächste Lemma zeigt,
dass diese stetig vom Anfangswert ξ abhängt.

Lemma 19.8. Für ξ ∈ Bb(x0) bezeichen Φt(ξ) die Lösungskurve aus (19.14) mit
Definitionsbereich J . Dann gilt

‖Φt(ξ) − Φt(η)‖ ≤ eL|t|‖ξ − η‖ ∀ξ, η ∈ Bb(x0). (19.15)

Beweis. Setze u(t) := ‖Φt(ξ) − Φt(η)‖. Dann gilt nach (19.5) offenbar

u(t) =
∥
∥
∥

∫ t

0

(

f(Φs(ξ)) − f(Φs(η))) ds+ ξ − η
∥
∥
∥ ≤ ‖ξ − η‖ +

∣
∣
∣

∫ t

0

Lu(s) ds
∣
∣
∣.

Die Ungleichung (19.15) folgt daher aus der Gronwallschen Ungleichung in Lemma
19.5. Q.E.D.

Wir setzen nun V := Bb(x0) und definieren die Abbildung v : J × V → D durch

v(t, ξ) := Φt(ξ). (19.16)

Nach Lemma 19.8 gilt dann

‖v(t, ξ) − v(t, η)‖ ≤ eLa‖ξ − η‖ ∀t ∈ J, ξ, η ∈ Bb(x0). (19.17)

Somit ist v Lipschitz-stetig bzgl. ξ.

Das folgende Lemma schließt den Beweis von Theorem 19.6 ab.
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Lemma 19.9. Die durch (19.16) definierte Abbildung v ist als Funktion von t und
ξ stetig.

Beweis. Sind (t, ξ), (s, η) ∈ J × V , so gilt nach (19.16)

‖v(s, η) − v(t, ξ)‖ ≤ ‖v(s, η) − v(s, ξ)‖+ ‖v(s, ξ)− v(t, ξ)‖
≤ eLa‖η − ξ‖ + ‖Φs(ξ) − Φt(ξ)‖.

Hieraus folgt offenbar

lim
(s,η)→(t,ξ)

‖v(s, η) − v(t, ξ)‖ = 0.

Q.E.D.

Tatsächlich läßt sich Theorem 19.6 sogar wie folgt verschärfen.

Theorem 19.10. Sei f ∈ Cp(D,E) mit p ≥ 1. Dann gibt es zu jedem x0 in D einen
lokalen Fluss v : J × V → D der Klasse Cp.

Einen Beweis für den den wichtigsten Fall p = 1 findet man in Anhang A. Der
allgemeine Fall kann auf diesen Fall mittels diverser Tricks zurückgeführt werden
(vergl. z.B. [M]).

20 Lineare Differentialgleichungen

In diesem Kapitel wollen wir das Anfangswertproblem für lineare gewöhnliche Dgln.
studieren, d.h. Dgln. der Gestalt

ẋ = A(t)x+ b(t), A ∈ C(J,L(E)), b ∈ C(J,E). (20.1)

Dabei soll ab jetzt der zugrundeliegende Banachraum E stets endlich-dimensional
sein, d.h.

n := dimE <∞.

L(E) bezeichne den Raum der linearen Operatoren von E nach E.

Ist E = Kn, so identifizieren wir den Operator A(t) ∈ L(E) mit seiner Matrixdar-
stellung bzgl. der kanonischen Basis des Kn,

A(t) = (aij(t))i,j=1,...,n ∈ Mn×n(K).

Schreiben wir dann b(t) und x(t) als Spaltenvektoren
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b(t) =





b1(t)
...

bn(t)



 , x(t) =





x1(t)
...

xn(t)





(oft auch x(t) = t(x1(t), . . . , xn(t)), um Platz zu sparen), so lässt sich (20.1) schreiben
als

ẋ(t) = A(t) · x(t) + b(t),

mit ẋ(t) = t(ẋ1(t), . . . , ẋn(t)), wobei A(t) · x(t) das Matrixprodukt bezeichne, d.h.
(20.1) ist äquivalent zu dem System von n-Dgln. in n

”
Unbekannten“ x1, . . . , xn:







ẋ1 = a11(t)x1 + . . .+ a1n(t)xn + b1(t),
...

ẋn = an1(t)x1 + . . .+ ann(t)xn + bn(t).

(20.2)

20.1 Homogene lineare Gleichungen

Die Differentialgleichung (20.1) ist von der Gestalt ẋ = f(t, x), mit f(t, x) := A(t)x+
b(t). Stammt nun t aus einem kompakten Teilintervall von J , so ist ‖A(t)‖ darauf
durch eine endliche Konstante L beschränkt, d.h. f genügt der Lipschitzbedingung

‖f(t, x) − f(t, y)‖ = ‖A(t)(x− y)‖ ≤ L‖x− y‖

für alle t aus diesem Intervall und alle x, y ∈ E.
Sei nun (t0, x0) ∈ J × E. Dann gibt es somit nach Picard&Lindelöf ein Intervall
positiver Länge I ⊂ J , welches t0 enthält, und auf welchem das AWP

ẋ = A(t)x+ b(t), x(t0) = x0 (20.3)

eine eindeutig bestimmte Lösung

u(·, t0, x0) : I → E

besitzt. Tatsächlich kann man aus der affinen Linearität von f sogar folgern, dass
eine solche Lösung auf ganz J existiert (vgl. Aufgabe 13.3, und [M]). Wir werden
daher im folgenden I = J annehmen.
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Theorem 20.1. Die Gesamtheit aller Lösungen der homogenen Gleichung

ẋ = A(t)x (20.4)

bildet einen linearen Teilraum H von C1(J,E) der Dimension dimH = n = dimE.
Für jedes feste t0 ∈ J wird durch die Abbildung

αt0 : ξ 7→ u(·, t0, ξ) (20.5)

ein linearer Isomorphismus von E auf H definiert, mit Umkehrabbildung βt0 : u 7→
u(t0), u ∈ H.

Beweis. Die Abbildung αt0 : E → C1(J,E) ist linear, denn:
Sind λ, µ ∈ K, ξ, η ∈ E, so ist

v := λu(·, t0, ξ) + µu(·, t0, η)

sicherlich wegen der Linearität von (20.4) eine Lösung von (20.4), und es gilt:

v(t0) = λξ + µη.

Aufgrund der Eindeutigkeit der Lösung des AWP (20.3) folgt:

v = u(·, t0, λξ + µη),

also
αt0(λξ + µη) = λαt0(ξ) + µαt0(η).

Ist v ∈ H, so ist ξ := v(t0) ∈ E, und wegen der Eindeutigkeit der Lösung des AWP
folgt: v = αt0(ξ). Damit ist H ⊂ αt0(E) ⊂ H, also αt0(E) = H; insbesondere ist H
ein linearer Raum.

Da βt0 ◦ αt0(ξ) = u(t0, t0, ξ) = ξ ist, also βt0 ◦ αt0 = idE, ist schließlich αt0 injektiv
(βt0 ist offenkundig linear !), also αt0 : E → H ein linearer Isomorphismus.

Q.E.D.

Bemerkungen 20.2. (a) (Superpositionsprinzip) Sind u, v Lösungen von
(20.4), so ist jede Linearkombination λu+µv mit λ, µ ∈ K wieder eine Lösung
von (20.4).

(b) Es gibt genau n = dimE linear unabhängige Lösungen x1, . . . , xn ∈ C1(J,E)
von (20.4).
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Definitionen. (i) Ein System {x1, . . . , xn} von n linear unabhängigen Lösungen
von (20.4) heißt Fundamentalsystem zu (20.4).

(ii) Ist E = Kn, und ist {x1, . . . , xn} ein Fundamentalsystem zu (4.3), wobei wir

xj(t) als Spaltenvektor xj(t) =





xj1(t)
...

xjn(t)



 auffassen, so heißt die n × n-Matrix X,

welche aus den Spalten x1, . . . , xn gebildet wird, d.h.

X(t) = (x1(t) · · ·xn(t)) =





x1
1(t) · · · xn1 (t)
...

...
x1
n(t) · · · xnn(t)





eine Fundamentalmatrix zu (20.4).

Offenbar ist dann X ∈ C1(J,Mn×n(K)), und weiter ist

Ẋ(t) = (ẋ1(t) · · · ẋn(t)) = (A(t) · x1 · · ·A(t) · xn),

also
Ẋ(t) = A(t) · (x1 · · ·xn) = A(t) ·X.

Die n× n-Matrix X erfüllt also ebenfalls die lineare, homogene Dgl. ẋ = A(t) · x.
(iii) Ist X eine Fundamentalmatrix, und gilt außerdem X(t0) = I, so heißt X
Hauptfundamentalmatrix zum Zeitpunkt t0 für (20.3).
Diese ist die eindeutige globale Lösung des folgenden linearen homogenen AWP in
Mn×n(K) :

Ẋ = A(t) ·X, X(t0) = I. (20.6)

Wir sehen also:

Ist X die Hauptfundamentalmatrix zum Zeitpunkt t0, so wird für jedes ξ ∈ Km die
eindeutige Lösung u(·, t0, ξ) des AWP

ẋ = A(t)x, x(t0) = ξ

durch
u(t, t0, ξ) = X(t) · ξ

gegeben. Insbesondere ist

H = {X(·) · ξ : ξ ∈ Kn} ⊂ C1(J,Kn)

der Lösungsraum der homogenen Dgl. (20.4).
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(iv) Allgemein heißt jede Lösung von

Ẋ = A(t) ·X in Mn×n(K) (20.7)

Lösungsmatrix der homogenen Dgl.

ẋ = A(t)x in Kn. (20.8)

(v) Ist X ∈ C1(J,Mn×n(K)) eine Lösungsmatrix von (20.8) (d.h. ist jeder Spalten-
vektor von X eine Lösung von (20.8)), so heißt die Funktion

W : J → K, W (t) := detX(t),

die Wronskideterminante der Lösungsmatrix X = (x1 · · ·xn) oder auch des
Lösungssystems {x1, . . . , xn} von (20.8).

Satz 20.3 (Liouville). Sei X eine Lösungsmatrix der homogenen linearen Dgl.

ẋ = A(t)x in Kn.

Dann ist die Wronskideterminante W von X eine Lösung der homogenen linearen
Dgl.

ẏ = (Spur A(t))y in K. (20.9)

Insbesondere gilt

W (t) = W (t0) e

t
R

t0

Spur A(s)ds

∀t0, t ∈ J . (20.10)

Beweis. Wir schreiben hier X(t) mit Hilfe der Zeilen:

X(t) =





x1(t)
...

xn(t)



 , mit xj(t) = (x1
j(t), . . . , x

n
j (t)).

Dann gilt wegen

ẋki (t) =
n∑

j=1

aijx
k
j

offenbar

ẋi(t) =
n∑

j=1

aijxj .
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Da ferner die Determinante

B(x1, . . . , xn) := det





x1
...
xn





eine alternierende n-lineare Abbildung

B := det : Kn × . . .× Kn → K

in den Zeilenvektoren x1, . . . , xn ist, folgt mit der Produktregel für multilineare Ab-
bildungen

Ẇ (t) =
d

dt
(det





x1
...
xn



)(t) =
d

dt
(B(x1, . . . , xn))(t)

=
n∑

i=1

B(x1(t), . . . , xi−1(t), ẋi(t), xi+1(t), . . . , xn(t))

=

n∑

i=1

B(x1(t), . . . , xi−1(t),
∑

j

aij(t)xj(t), xi+1(t), . . . , xn(t)).

Wegen der Multilinearität der Determinante B ergibt sich

Ẇ (t) =
n∑

i,j=1

aij(t)B(x1(t), . . . , xi−1(t), xj(t), xi+1(t), . . . , xn(t)).

Da B alternierend ist, verwinden hier alle Terme in denen zwei der Eintrg̈e gleich
sind, und es folgt:

Ẇ (t) =

n∑

i=1

aii(t)B(x1(t), . . . , xn(t)) = (Spur A(t))W (t),

also (20.9).
Offenbar definiert die rechte Seite von (20.10) eine Lösung y von (20.9) mit Anfangs-
wert y(t0) = W (t0). Wegen der Eindeutigkeit der Lösung des AWP folgt: y = W .

Q.E.D.

Korollar 20.4. Die Wronskideterminante einer Lösungsmatrix des Differential-
gleichungssystems ẋ = A(t)x verschwindet entweder identisch, oder nirgends. Ein
Lösungssystem {x1, . . . , xn} ist genau dann ein Fundamentalsystem, wenn die zu-
gehörige Wronskideterminante von Null verschieden ist, d.h. wenn für irgendein
t ∈ J (und dann auch für alle t ∈ J) x1(t), . . . , xn(t) linear unabhängig sind.
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20.2 Inhomogene Systeme

Wir wenden uns nun der inhomogenen Dgl.

ẋ = A(t)x+ b(t), t ∈ J, (E = Kn) (20.11)

zu. Schreiben wir diese als

Lx = b , (20.12)

wobei L : C1(J,E) → C(J,E) den linearen Operator

Lx := ẋ−Ax

bezeichne, so wird klar, dass es sich hierbei um eine inhomogene lineare Gleichung
im Sinne der linearen Algebra handelt (allerdings zwischen unendlich-dimensionalen
Räumen). Die zugehörige homogene Gleichung, Lx = 0, ist äquivalent zu ẋ = Ax,
deren Lösungen nach Theorem 20.1 den Raum H ⊂ C1(J,E) bilden. Damit ist
folgendes Theorem offensichtlich:

Theorem 20.5. Die Gesamtheit der Lösungen der inhomogenen Gleichung (20.12)
bildet den affinen Teilraum

v + H
von C1(J,E), wobei v ∈ C1(J,E) eine beliebige Lösung der inhomogenen Gleichung
und H ⊂ C1(J,E) der Lösungsraum der zugehörigen homogenen Gleichungen ẋ =
A(t)x sind.

Um eine partikuläre Lösung v von (20.12) aufzufinden, wenden wir die von Lagrange
eingeführte Methode der Variation der Konstanten an:

Sei dazu X(t) eine Fundamentalmatrix zu ẋ = A(t)x. Dann haben alle Lösungen
der homogenen Dgl. die Gestalt

X(·)ξ, mit ξ ∈ Kn.

Nun
”
variieren wir die Konstante ξ“, indem wir folgenden ANSATZ machen:

v(t) := X(t) · ξ(t), ξ ∈ C1(J,Kn).

Wegen
v̇ = Ẋ · ξ +X · ξ̇ = A(t) ·X · ξ +X · ξ̇ = A(t) · v +X · ξ̇

gilt nun v̇ = A(t) · v + b dann und nur dann, wenn

X · ξ̇ = b. (20.13)
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Nun ist nach Korollar 20.4 detX(t) 6= 0 für alle t ∈ J , also X(t) invertierbar:
X(t) ∈ GL(n,K) ∀t ∈ J . Somit ist (20.13) äquivalent zu

ξ̇(t) = X(t)−1 · b(t) ∀t ∈ J.

Damit ist für jedes t0 ∈ J durch

ξ(t) :=

t∫

t0

X(s)−1 · b(s)ds

eine Lösung von (20.13) gegeben, folglich

v(t) := X(t) ·
t∫

t0

X(s)−1 · b(s)ds

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Dgl., mit Anfangswert v(t0) = 0.

Damit erhalten wir

Satz 20.6. Sei X eine Fundamentalmatrix. Dann ist die Lösungsmenge von ẋ =
A(t) · x+ b(t) gegeben durch

{t 7→ X(t) · (ξ +

t∫

t0

X(s)−1 · b(s)ds) : ξ ∈ Kn}. (20.14)

Ist speziell X die Hauptfundamentalmatrix zum Zeitpunkt t0 ∈ J , so istX(t0)·ξ = ξ,
und wir erhalten

Theorem 20.7. Die eindeutig bestimmte globale Lösung u(·, t0, ξ) des AWP

ẋ = A(t) · x+ b(t), x(t0) = ξ, ((t0, ξ) ∈ J × E),

ist gegeben durch

u(t, t0, ξ) = X(t) · (ξ +

t∫

t0

X(s)−1 · b(s)ds),

wobei X die Hauptfundamentalmatrix zum Zeitpunkt t0 bezeichne.

Bemerkungen. (a) Ist X eine beliebige Fundamentalmatrix zu ẋ = A(t)x, so ist
die Abbildung

U(t, s) := X(t) ·X(s)−1, t, s ∈ J,
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wohldefiniert und U ∈ C1(J × J,L(E)). Ferner ist U(s, s) = I, und

Dt(U(t, s) = Ẋ(t) ·X(s)−1 = A(t) ·X(t) ·X(s)−1 = A(t) · U(t, s),

d.h. U(·, s) ist die Hauptfundamentalmatrix zum Zeitpunkt s für ẋ = A(t)x.

Der sogenannte Evolutionsoperator U ∈ C1(J × J,L(E)) besitzt also folgende
Eigenschaften:

(E1) U(s, s) = I ∀s ∈ J ;

(E2) U(t, τ) · U(τ, s) = U(t, s) ∀t, τ, s ∈ J ,

und mit seiner Hilfe lässt sich die Lösung u(·, t0, ξ) des AWP aus Theorem 20.7
folgendermaßen darstellen:

u(t, t0, ξ) = U(t, t0) · ξ+

t∫

t0

U(t, s) · b(s)ds ”Duhamelsche Formel”. (20.15)

(b) Im Fall n = 1 ist A(t), X(t) ∈ K, und Ẋ = A(t)X, also X(t) = e

t
R

t0

A(s)ds

. Somit
ist hier

U(t, s) = e
R t

s
A(τ)dτ , t, s,∈ J. (20.16)

Im Fall n ≥ 2 ist die analoge Formel i.a. falsch, nämlich dann, wenn es s 6= t gibt
so, dass die Operatoren A(s) und A(t) nicht kommutieren.

20.3 Lineare autonome Differentialgleichungen

Besitzt man zu einer linearen Differentialgleichung eine Fundamentalmatrix des ho-
mogenen Systems, so verfügt man damit über den Vektorraum der Lösungen des
homogenen Systems und nach weiterer Integration auch über den affinen Raum der
Lösungen des inhomogenen Systems. Daher konzentriert sich bei linearen Differenti-
algleichungen das Interesse auf die Bestimmung einer Fundamentalmatrix. I.a. lässt
sich dies nicht explizit durchführen. Gelegentlich hilft dabei noch eine Methode von
d’Alembert (vgl. Aufgabe 14.4). Es gelingt jedoch im Fall einer autonomen linearen
homogenen Dgl.

ẋ = Ax, t ∈ R, (20.17)

bei der A ∈ L(E) fest, d.h. nicht zeitabhängig, ist. Man spricht auch von einer
linearen Dgl. mit konstanten Koeffizienten.
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Wir wollen wieder E = Kn annehmen, obwohl sich die folgende Diskussion auch
leicht auf den Fall beliebiger, auch unendlich dimensionaler, Banachräume übertra-
gen lässt. Dann wird, wie üblich, die Banachalgebra L(E) mit der Matrizenalgebra
Mn×n(K) identifiziert.
Wir suchen eine Hauptfundamentalmatrix X zu (20.17) für den Zeitpunkt t0 = 0,
d.h. die eindeutige Lösung des AWP

Ẋ = A ·X, X(0) = I, (20.18)

mit X ∈ C1(R,L(E)).
Im einfachsten Fall (n = 1) ist offenbar X(t) = etA mit A ∈ K, d.h. X(t) ist
durch die Exponentialfunktion gegeben. Nun zeigen folgende Betrachtungen, dass
auch im allgemeinen Fall (n ≥ 1) die Abbildung X ähnliche Eigenschaften wie eine
Exponentialfunktion aufweist:

Ist s ∈ R gegeben, so gilt für die beiden Funktionen Y1, Y2 ∈ C1(J,L(E)), definiert
durch Y1(t) := X(t+ s), Y2(t) := X(t) ·X(s) :

Ẏ1 = A · Y1, Ẏ2 = A · Y2 sowie Y1(0) = Y2(0) = X(s).

Aufgrund der Eindeutigkeit der Lösung des AWP folgt also: Y1 = Y2, d.h.

X(t+ s) = X(t) ·X(s) ∀s, t ∈ R. (20.19)

Insbesondere gilt X(t) ·X(−t) = X(0) = I, d.h.

X(t)−1 = X(−t) ∀t ∈ R. (20.20)

Um nun etA für A ∈ L(E) zu definieren, bietet sich folgender Potenzreihenansatz
an:

eM :=
∞∑

k=0

1

k!
Mk ∀M ∈ L(E). (20.21)

Dass diese Reihe in der Banachalgebra L(E) konvergiert (ja, sogar in jeder Bana-
chalgebra A), zeigt man wie folgt: Die Reihe (20.21) konvergiert zunächst offenbar
absolut, denn:
Wegen ‖Mk‖ ≤ ‖M‖k ist

∞∑

k=0

‖ 1

k!
Mk‖ ≤

∞∑

k=0

‖M‖k
k!

= e‖M‖ <∞.

Damit bildet die Folge der Partialsummen Sn :=
n∑

k=0

1
k!
Mk aber eine Cauchy-Folge

in L(E), denn:
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Ist ε > 0, so wähle N(ε) ∈ N so, dass
∞∑

k=N(ε)

‖M‖k

k!
< ε.

Für n > m ≥ N(ε) ist dann

‖Sn − Sm‖ = ‖
n∑

k=m+1

1

k!
Mk‖ ≤

∞∑

k=m+1

1

k!
‖M‖k < ε.

Als Übung zeige man: Sind M,N ∈ L(E), so gilt

eM+N = eMeN , falls MN = NM. (20.22)

Für unsere Lösung X von (4.16) setzen wir nun an:

X(t) := etA =

∞∑

k=0

1

k!
tkAk.

Wie im Fall der klassischen Exponentialreihe konvergiert diese Reihe auf jedem
kompakten Intervall in R absolut und gleichmässig, und das gleiche gilt für die
formal abgeleitete Reihe

∞∑

k=0

d

dt
(
1

k!
tkAk) =

∞∑

k=1

tk−1

(k − 1)!
Ak = AetA.

Somit darf etA in der Tat nach t differenziert werden, und es gilt:

d

dt
(etA) = A · etA.

Da ferner e0·A = I ist, so haben wir in der Tat gezeigt:

X(t) = etA.

Auf diese Formel wird man übrigens auch leicht durch das Picardsche Iterationsver-
fahren (vergl. Beweis des Satzes von Picard-Lindelöf) geführt (siehe [A]). Übertragen
wir nun die Formeln (20.19) und (20.20), so erhalten wir insbesondere:

e(t+s)A = etA · esA, (20.23)

(etA)−1 = e−tA. (20.24)

Ferner gilt im Falle E = Kn nach dem Satz von Liouville detX(t) = etSpurA, also

det(eA) = eSpurA. (20.25)
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Ist beispielsweise

A =





λ1 0
. . .

0 λn





eine Diagonalmatrix, so ist offenbar

eA =





eλ1 0
. . .

0 eλn



 ,

also det(eA) =
∏n

j=1 e
λj = e

Pn
j=1 λj = eSpurA, so dass in diesem Fall (20.25) offen-

sichtlich ist.

Bemerkung 20.8. Ist A eine beliebige Banachalgebra über K, und ist f(z) =
∞∑

k=0

akz
k eine ganze holomorphe Funktion mit Koeffizienten ak ∈ K, so kann man

ganz analog wie für f(z) = ez auch

f(M) :=

∞∑

k=0

akM
k ∈ A

für alle M ∈ A definieren.
Ist S ∈ A invertierbar, so gilt offenbar

(S−1MS)k = (S−1 ·M · S)(S−1MS) · · · (S−1MS)
︸ ︷︷ ︸

k−mal

= S−1MkS,

folglich

S−1f(M)S =
∞∑

k=0

S−1akM
kS =

∞∑

k=0

ak(S
−1MS)k,

d.h.
S−1f(M)S = f(S−1MS).

Speziell folgt für A ∈ Mn×n(K), S ∈ GL(n,K):

S−1 · etA · S = etS
−1AS. (20.26)

Fassen wir unser Ergebnis zusammen:
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Theorem 20.9. Die autonome homogene lineare Dgl. ẋ = Ax, A ∈ Mn×n(K),
besitzt die Hauptfundamentalmatrix X(t) = etA, d.h. Ẋ = A ·X und X(0) = I. Für
diese gelten die Eigenschaften (20.23) – (20.25). Die Lösung des AWP

ẋ = Ax+ b(t), x(t0) = ξ

ist gegeben durch

x(t) = etA
(

e−t0Aξ +

t∫

t0

e−sAb(s) ds
)

.

Insbesondere ist der Fluss der homogenen Dgl. ẋ = Ax für t0 = 0 gegeben durch

Φt(ξ) = etA · ξ.

Formal haben wir damit die Lösungstheorie autonomer linearer Dgln. entwickelt. In
der Praxis möchte man natürlich die Fundamentalmatrix X(t) nicht in Form einer

unendlichen Reihe
∑

k

tkAk

k!
haben, sondern wünscht sich eine geschlossene Darstel-

lung. Dabei hilft die lineare Algebra.

20.4 Verwendung der Jordanschen Normalform

Wir unterwerfen die Dgl. ẋ = Ax einer linearen Koordinatentransformation

x = Sy, mit S ∈ GL(n,K).

Für y erhalten wir dann die Dgl.

ẏ = (S−1AS)y,

mit zugehöriger Hauptfundamentalmatrix

Y (t) = etS
−1AS.

Nach der vorangegangenen Bemerkung ist

Y (t) = S−1X(t)S,

wobei X(t) = etA die Hauptfundamentalmatrix zu ẋ = Ax ist.
Nun wählen wir S so, dass S−1AS und damit auch Y (t) eine möglichst einfache
Gestalt erhält.
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Wählen wir dazu o.B.d.A. K = C, so kann man nach Jordan und Hölder S ∈
GL(n,C) so wählen, dass S−1AS die Normalform








B1 0

B2

0
. . .

Br








erhält, mit Jordan-BlöckenBj = λjIC
nj +Nj , wobei Nj eine nilpotente nj×nj-Matrix

der Gestalt

Nj =







0 1 0 0

0
. . . 0
. . . 1

0 0







ist, und λj ein komplexer Eigenwert von A, d.h.

Bj =







λj 1 0
. . .

. . .

0
. . . 1

λj






.

Verschiedene Blöcke Bj können dabei denselben Eigenwert λj besitzen. Damit er-
halten wir offenbar

Y (t) = etS
−1AS =








etB1

etB2

. . .

etBr







,

und, da λjI und Nj vertauschen,

etBj = etλjI+tNj = etλjetNj .

Weiter gilt:

Nk
j =















k
︷ ︸︸ ︷

0 ... 0 1 0 ... 0
. . .

...
0
1
0
...

0 0















für k ≤ nj − 1,
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Nk
j = 0 für k ≥ nj , folglich

etNj =

nj−1
∑

k=0

tk

k!
Nk
j =














1 t t2/2 . . . tnj−1

(nj−1)!

0 1 t . . . tnj−2

(nj−2)!

1
. . .

...
. . .

...
1 t

0 0 1














.

U.a. liefern uns diese Überlegungegen folgende strukturelle Beschreibung der Lösun-
gen von ẋ = Ax:

Satz 20.10. Jede Lösung der linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffi-
zienten ẋ = Ax ist eine Linearkombination von Vektoren, deren Einträge Exponen-
tialterme der Gestalt

tmetλj (20.27)

sind. In den Exponenten der Exponentialterme treten dabei die Eigenwerte λj von
A auf, d.h. die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P (λ) := det(A − λI).
Dabei kann m ∈ N maximal den Wert mj − 1 annehmen, falls mj die Vielfachheit
des Eigenwerts λj bezeichnet.

In der Praxis ist es manchmal einfacher, Lösungen dadurch zu bestimmen, dass
man per ANSATZ verlangt, dass sie die oben beschriebene Struktur (20.27) haben.
Vergleiche dazu [M].

Es sei schließlich noch erwähnt, dass man die Theorie expliziter gewöhnlicher Dgln.
höherer Ordnung zwar grundsätzlich mittels des Reduktionsverfahrens in Abschnitt
19.1 auf die der Gleichungssysteme 1. Ordnung zurückführen kann, dass es jedoch
auch hier oftmals nützlicher ist, direkt mit den Gleichungen höherer Ordnung zu
arbeiten. Mehr dazu findet man ebenfalls in [M].

21 Anhang: Differenzierbarkeit lokaler Flüsse

Wir wollen hier den Beweis von Theorem 19.10 führen für den Fall p = 1, und über-
nehmen dazu die Notationen und Reduktionen, welche wir im Beweis von Theorem
19.6 eingeführt hatten.
Sei also gemäß Theorem 19.6 v ∈ C(J × V,D) ein stetiger lokaler Fluss zu f bei
x0 ∈ D. Wir zeigen:

Satz 21.1. Ist f ∈ C1(D,E), so ist v ∈ C1(J × V,D), zumindest nach eventueller
Verkleinerung von J und V .
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Für den Beweis gehen wir aus von folgender Gleichung:

Dtv(t, ξ) = f(v(t, ξ)), v(0, ξ) = ξ ∀t ∈ J, ξ ∈ V. (21.1)

Nehmen wir einmal bereits an, dass v ∈ C1 ist, so ergibt Differentiation nach ξ
mittels der Kettenregel

Dt(Dξv)(t, ξ) = Dξ(Dtv)(t, ξ) = f ′(v(t, ξ)) ◦ (Dξv)(t, ξ).

Die Funktion z(t, ξ) := (Dξv)(t, ξ), z : J × V → L(E), erfüllt somit die sogenannte
linearisierte Dgl.

Dtz(t, ξ) = f ′(t, v(t, ξ)) ◦ z(t, ξ). (21.2)

Wegen v(0, ξ) = ξ ist ferner
z(0, ξ) = id,

wobei id die identische Abbildung auf E bezeichne. Für f ∈ C1(D,E) und fest
gegebenen lokalen Fluß v definieren wir daher nun A ∈ C(J × V,L(E)) durch

A(t, ξ) := f ′(v(t, ξ)).

Dazu betrachten wir das von dem Parameter ξ abhängige lineare homogene AWP

ż = A(t, ξ) ◦ z, z(0) = id ∈ L(E). (21.3)

Als nächstes wählen wir eine offene Umgebung D0 von x0 mit D0 ⊂ D0 ⊂ D so, dass
D0 kompakt ist, ein Intervall J0 =] − a0, a0[⊂ J0 ⊂ J sowie eine offene Umgebung
V0 von x0 mit V0 ⊂ V 0 ⊂ V , wobei V 0 kompakt sei, so, dass v(J0 × V 0) ⊂ D0 ist.
Dann ist

L := sup{‖f ′(x)‖ : x ∈ D0} <∞,

wobei ‖f ′(x)‖ die Operatornorm von f ′(x) bezeichne. Damit folgt

‖A(t, ξ) ◦ z −A(t, ξ) ◦ w‖ ≤ L‖z − w‖ ∀(t, ξ) ∈ J0 × V0, z, w ∈ L(E).

Ferner existiert eine Konstante M so, dass

‖A(t, ξ) ◦ w‖ ≤M ∀w ∈ L(E) mit ‖w − id‖ ≤ 10.

Nach eventuellem Verkleinern von J0 × V0 gibt es daher nach dem Satz von Picard
und Lindelöf für alle ξ ∈ V0 eine eindeutige Lösung t 7→ z(t, ξ) des Anfangwertpro-
blems (21.3) auf ganz J0. Ferner ist o.B.d.A.

K := sup{‖z(t, ξ)‖ : (t, ξ) ∈ J0 × V0} <∞.

Lemma 21.2. Die Abbildung z : J0 × V0 → L(E) ist stetig
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Beweis. Es ist

‖A(t, ξ) − A(t, η)‖ = ‖f ′(v(t, ξ)) − f ′(v(t, η))‖.

Da f ′ auf dem Kompaktum D0 gleichmäßig stetig ist, ergibt sich hieraus zusammen
mit der Ungleichung (19.17): Zu jedem ε > 0 gibt es ein δ > 0 so, dass

‖A(t, ξ) − A(t, η)‖ ≤ ε ∀t ∈ J0, ∀ξ, η ∈ V 0 mit ‖ξ − η‖ ≤ δ. (21.4)

Damit erhalten wir

‖z(t, ξ) − z(t, η)‖ ≤
∣
∣
∣

∫ t

0

‖A(s, ξ) ◦ z(s, ξ) − A(s, η) ◦ z(s, η)‖ ds
∣
∣
∣

≤
∣
∣
∣

∫ t

0

‖(A(s, ξ) −A(s, η)) ◦ z(s, η)‖ ds
∣
∣
∣

+
∣
∣
∣

∫ t

0

‖A(s, ξ) ◦ (z(s, ξ) − z(s, η))‖ ds
∣
∣
∣

≤ εKa0 +
∣
∣
∣

∫ t

0

‖z(s, ξ) − z(s, η)‖Lds
∣
∣
∣

für t ∈ J0 und ‖ξ − η‖ ≤ δ.

Ähnlich wie in Lemma (19.9) erhalten wir hieraus mittels der Gronwallschen Un-
gleichung für diesen Bereich von Werten von t und ξ, η

‖z(t, ξ) − z(t, η)‖ ≤ εKa0e
La0 .

Damit können wir analog zu Lemma 3.12 auf die Stetigkeit von z(t, ξ) in t und ξ
schließen.

Q.E.D.

Das nachfolgende Lemma schliesst den Beweis von Satz 21.1 ab.

Lemma 21.3. v liegt in C1(J0 × V0, D), und die Ableitung Dξv von v nach ξ ∈
V0 ist gegeben durch die Lösung z des AWP (21.3), welches man durch formales
Differenzieren von (21.1) nach ξ erhält.

Beweis. Die Stetigkeit von Dtv ist nach (21.1) offenbar. Da ferner die Lösung des
parameterabhängigen linearen Problems (21.3) stetig ist, müssen wir nur zeigen,
dass Dξv existiert und gleich z ist.
Dazu sei ξ ∈ V0 fest. Für h ∈ E mit ‖h‖ klein setzen wir

θ(t, h) := v(t, ξ + h) − v(t, ξ).
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Dann ist

θ(t, h) − z(t, ξ) · h =

∫ t

0

[f(v(s, ξ + h)) − f(v(s, ξ))]ds−
∫ t

0

f ′(v(s, ξ)) · z(s, ξ) · h ds

=

∫ t

0

f ′(v(s, ξ)) · [θ(s, h) − z(s, ξ) · h]ds (21.5)

+

∫ t

0

{f(v(s, ξ + h)) − f(v(s, ξ)) − f ′(v(s, ξ))[v(s, ξ + h) − v(s, ξ)]}ds.

Da v Lipschitz-stetig ist, existiert ein Λ ≥ 0 so, dass

‖v(s, ξ + h) − v(s, ξ)‖ ≤ Λ‖h‖.

Sei ε > 0. Laut Voraussetzung ist f stetig differenzierbar, und zusammen gibt es
damit aufgrund der Definition der totalen Ableitung zu ε > 0 ein δ > 0 so, dass aus
‖h‖ < δ folgt:
Der 2. Term in (21.5) ist in der Norm beschränkt durch

∣
∣
∣

∫ t

0

ε‖v(s, ξ + h) − v(s, ξ)‖ ds
∣
∣
∣ ≤ Aε‖h‖,

mit einer positiven Konstanten A. Es folgt:

‖θ(t, h) − z(t, ξ) · h‖ ≤
∣
∣
∣

∫ t

0

L‖θ(s, h) − z(s, ξ) · h‖ ds
∣
∣
∣+ Aε‖h‖,

also, nach Gronwall,

‖θ(t, h) − z(t, ξ) · h‖ ≤ Aε‖h‖eL|t|,

falls ‖h‖ < δ.
Dies zeigt, dass v bzgl. ξ differenzierbar ist, mit Ableitung Dξv(t, ξ) = z(t, ξ).

Q.E.D.


